VIIL

Petit interméde mathématique.

38. Quadrivecteurs 2.

Généralisant le contenu du § 7, on désigne par p un indice qui prend les valeurs 0, 1,
2 ou 3. 0 désigne la composante temporelle et l'indice 1 se référe a la composante
spatiale suivant laquelle s’effectuent les mouvements de translation uniforme entre
référentiels!. Le quadrivecteur contravariant A" se transforme par changement de

référentiel suivant
p_ U \
AT=L", A",

(sommation sur les indices répétés) ou

lfv -By 0 0)

e, = By vy 0 o
Lo 0 1 OJ

0 0 0 1

désigne la transformation de Lorentz. Le quadrivecteur covariant A, defini par
A=A, A=-AlL A =-AT A =-AY

se transforme par

AL=T A,
ou
|(v By 0 0)
- 0 ol
Lv'yL = BY Y .
Lo 0 1 oJ
0 0 0 1

11 est facile de voir que le produit scalaire de deux quadrivecteurs

1 Cette restriction est introduite ici par souci de simplifier I’écriture des formules. Les
considérations qui vont suivre s’appliquent au cas de référentiels qui se déplacent suivant des directions
quelconques. Les LuV prennent alors une forme plus compliquée: généralisation de la transformation de

Lorentz appelée transformation de Poincaré, évidemment toujours linéaire.
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est invariant par changement de référentiel. Il en va évidemment de méme pour

n
AMA,

«norme » du quadrivecteur.

39. Tenseurs

Parmi tous les objets que 1’on peut construire avec des (quadri) vecteurs, figure le

produit tensoriel de composantes

™" = (A®B)"Y = A"B'
Pour chacune des 16 composantes d’un tel objet, la transformation de Lorentz

s’applique 2 fois soit
T = L% T7.

Généralisant ce résultat on appelle tenseur du second ordre deux fois contravariant, tout
objet obéissant a cette régle de transformation. Il existe également des tenseurs 2 fois

covariants et des tenseurs mixtes définis par leurs régles de transformation soit
T' W = LCLST,, e T'M =1L 1%,

respectivement. Les éléments de ces différents tenseurs peuvent étre rangés dans des
tableaux carrés ou I’indice p désigne une ligne et I’indice v une colonne. Le nombre de
lignes ou de colonnes, égal au nombre de dimension de ’espace considéré, est le rang
du tenseur. On utilise souvent des indices latins pour noter les composantes d’un

tenseur de rang 3 dans 1’espace physique ordinaire.

On généralise encore avec des tenseurs d’ordre quelconque égal au nombre

d’indices. Les régles de transformation mettent en jeu un facteur L', par indice
supérieur et un facteur L " par indice inférieur. Dans cet échafaudage, un scalaire est

un tenseur d’ordre zéro, un quadrivecteur est un tenseur d’ordre 1.

A partir des composantes du tenseur T"", on peut construire un scalaire en formant

la somme

THy = T, = T% + Th + T% + T%,



appelée trace du tenseur. Cette opération est un cas particulier de contraction d’un
tenseur, sommation au moyen de laquelle on forme un tenseur de rang deux fois
inférieur a celui du tenseur de départ.

Il existe des tenseurs remarquables:

¢ Par exemple le tenseur mixte 8. qui vérifie 1’égalité
St aAt =AY,
quel que soit A*, a pour éléments

v =

U = I, pourp = v,
0, pourp # v.

De I’invariance de A" A, découle:

¢ Le tenseur métrique se déduit du précédent par élévation ou abaissement d’un

indice, d’ou sa définition

(10 0 0

. lo -1 0 ol

(g“)(gw)to 0 -1 O‘J'
00 0 -

L’application du tenseur métrique abaisse ou ¢léve un indice. Ainsi:

Au = Buv AY, Al = guv Ay,

A¥B, = gy A"B' = ¢"" A B,,

83 = Buv gvc s
T = gV T,
Tw = g THV

¢ Les ¢léments d’un tenseur symétrique vérifient
™ = T
¢ Ceux d’un tenseur antisymétrique vérifient

THV - _ TVH’



ce qui entraine que les T"*, éléments de la diagonale principale, sont tous nuls.

Etant donnés deux tenseur (A") et (B"Y), leur somme est le tenseur formé en

additionnant élément par élément
S o= A" + BY .

Tout tenseur du second ordre peut étre décomposé en la somme d’un tenseur

symétrique et d’un tenseur antisymétrique:

THV + TVH THV _ TVH

THY = + :
2 2

™ — THV + TVH THV _ TVH
2 2 '

On définit aussi le produit dont le rang est égal a la somme des rang des facteurs.

40. Transformation de Lorentz pour les opérateurs différentiels.

Pour connaitre la fagon dont se transforment des équations aux dérivées partielles
lors d'un changement de référentiel galiléen, nous avons besoin de connaitre les
relations entre les opérateurs différentiels dans R et R. Partant de la transformation de

Lorentz écrite en clair,

x'=7(x-ut)

t'=y(-1i§+t)

on calcule les dérivées par rapport a x et t selon la reégle des fonctions de fonctions. Au

premier ordre

0 o ox o o o u 90
_ s ——  } — — = ,Y —_— L — —
ox  ox' ox ot ox ox' 2 ot
ox' o ot 0 0
—_ = —_— 4 = — = _ ,Yu — + ,Y —_
ot  ox' & ot o ox' ot'

o _ (.o .2
‘> Y(C B)

o ox "ot
2 _ (_Bc 2, ﬁ)
o ! ox | ot



et inversement
0 y( 0 LB aj
c— = c— —
ox' 0 0
(40-2) X x t
2y (pel 4
a0 T\PC% T &

On notera la place de c et celle du signe - : ce dernier apparait lorsqu'on passe de R a

R comme dans le cas d'un quadrivecteur covariant.

Au second ordre de dérivation,
o2 2 o2 az}
2 2| 2 2
cC— = ¢ — -2Bc + —
ox° ! ( ox'2 g ox' o' ot
(40-3) 2 2 2 2
5 2(2 2 8 5 5 }
- = c - 2Bc + — .
o ( ox'? Pe ear o’

Dans les équations de Maxwell, ou plutét dans 1'équation de propagation du champ

¢lectrique dans le vide qui a les mémes propriétés d'invariance, on rencontre I'opérateur:

2 a2
ot? Ox?

En substituant les expressions (40-3), il vient:

2 2 2 2
(40-4) L 2L 8 2
ot oF ot ox

qui montre qu'une transformation de Lorentz laisse invariant cet opérateur.

41. Dérivations.
Les résultats du § précédent sur la transformation des opérateurs différentiels se

mettent sous la forme générale :




cette derivation covariante.

o . 0

De la méme fagon, les dérivées partielles 0" = sont les composantes du
X
n

. 0 .
quadrivecteur (8_0’ V). A noter que, dans le cas des dérivées par rapport aux
X

coordonnées d’espace:

On généralise la notion de divergence a un quadrivecteur selon la définition

0
A" = ng + VeA,
X

a“AH =0

n

ou A est la partie spatiale. Elle est invariante par changement de référentiel. En effet,
soit (¢T, R) un quadrivecteur dans R Pour une translation uniforme le long de la
composante X de R, la transformation de Lorentz s'écrit en ignorant les coordonnées

passives Y et Z,

cT =y (BX'+cT"),
X =7 (X' + BcT).

Dans la divergence de ce quadrivecteur soit

ocT oX oY 0Z oT
—_— + —+ — + —= — + V-R,
oct ox 0y 0z ot

. 0Y oz . . .
le groupement passif — + 8_ est évidemment invariant. Pour les deux autres termes,
Z

on calcule

oY . 0z _ (X +cT) (X +BeT)

—_— 4+ —
Oy 0z oct ox

oX' ocT) ot oX' OcT) ox'
= v\ B o t=) = t7 B = =
ot Oct/ Ot Ox Ox ot
oX' ocT ) ot oX' ocT ) ox'

+ Y| —=+B—] — + Y| —B— — .
Oct' cct' /) Ot ox' ox'/ ot

Or, les relations de base de la transformation de Lorentz

X' =y (x - Bet),
ct'=v (- Bx +ct).



entrainent

o _ N det

a  ox 1 Gt ox

- PBr.

1

X ocT .,.. . )
Les termes en — et - s'éliminent et il reste

oct'
oT  oX 5 ) (aT ax'j
— +— =y(- — + .
o ox | (i-p) o | ox

Si en particulier la divergence d'un quadrivecteur est nulle dans un référentiel galiléen,

elle est nulle dans tous les autres.
La divergence d’un tenseur du second ordre est un quadrivecteur de composantes
0, A" .
Autre résultat du § précédent, 1I’opérateur du second ordre

0° )
8u8“ = m -V

b

est également invariant par changement de référentiel.



