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Optique

18. Lequadrivecteur fréquence-vecteur d'onde.

Il est courant de représenter la lumiére sous la forme idéalisee d'une onde plane
monochromatique. La phase de cette onde plane est une grandeur sans dimensions
invariante par changement de référentiel. Elle est en effet "mesurée’ par 2m fois le
nombre de périodes qui ont défilé devant un observateur a partir d'un instant zéro. Cette
simple opération de comptage ne dépend pas du référentiel ou elle a lieu. Etant donnés
les deux référentils Ret R, I'invariance de la phase se traduit par les égalités.

Wt - k[l =wt' - K'M' = @=cte.

Admettons que R'  ait par rapport a R un mouvement de trandlation uniforme de vitesse
u suivant Ox. Choisissons une direction de propagation des ondes (k) paraléle a I'axe
des x commun aux deux référentiels. Dans ces conditions :

=t - kx = Wt' - k'’

Latransformation de Lorentz :

X'=y(x - Bct)
y'=y
7=z

ct'=y(- Bx +ct)

permet la substitution :

wt - kx=oo'%(— Bx +ct)- k'y(x - Bct):y(co' + Bck')t-y(%B + k')x.

En identifiant terme atermeil vient :

ck =y (ck' + Bw)
W=y (Bek’ + w)

ce qui montre que ck et w obéissent a la transformation de Lorentz et forment un
quadrivecteur. Ce résultat est indépendant de la nature de I'onde. 1l entraine
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- w + Bck’
ck ok + Buw
ce qui S écrit aussi
Qz_L_:L
k 1+AQ
C2 k'

Lavitesse de phase se transforme par larégle relativiste de composition des vitesses.

Dans le cas de |la propagation d'une onde électromagnétique, les champs éectrique et
magnétique obéissent aux equations de Maxwell. Ecrivons parmi celles-ci les deux qui
nous sont immédiatement utiles

0B 1 0E
O0E=-—, O0OB=p.j+—
ot Hol c ot

et qui se combinent pour donner naissance al'équation de propagation

oE ,0f _0E 2 20] _
—+c?000E)+uc®=="—-c*>0°E+c®*0(0E)+ u,.c =
> (O DE)+ 1, P OE)+ 1, o

Dans le vide (j = 0), et pour un champ transverse (IJE = 0) sinusoidal E gt - kio
I'équation de propagation se réduit a

(- w? +c%k2) E=0.
La condition pour éviter lasolution triviale fournit
w? - c2k2 =0,

relation de dispersion qui montre en méme temps que la norme invariante est nulle:
quadrivecteur du genre lumiére.

19. EffetsDoppler longitudinal et transversal.

Soit maintenant une onde é ectromagnétique plane qui se propage dans une direction
faisant un angle 0 avec celle de I'axe des x:

kDT/k/' -
k
0 - I «
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Figure IV-1.

Le vecteur donde a suivant Ox, une composante: k;, = kcosH, et dans le sens
transversal: K = ksin®.

Laphase invariante est
o= ot - k//X - kDy =wt' - kI//XI - kIDyl.

La transformation de Lorentz pour le quadrivecteur x,ct permet d'obtenir celle qui
concerne ck,w sous laforme:

cky=y(cky-Bw)
W =y (- Bk + w).

Cette derniere équation est auss :
(19-1) W =y (w- Bckecosh) = yw(1 - Bcosh)

puisque dans le vide w=ck. On aainsi obtenu laformule de I'effet Doppler relativiste qui
différe de celle de I'effet Doppler ordinaire par le facteur y.

LN A s N
Il est remarquable de constater que pour G:E , Il existe, grace a ce méme facteur, un

effet du second ordre en % . effet Doppler transversal.

L'effet Doppler longitudinal correspond a8 = 0. On trouve alors:

1-8

(19-2) w=yw(1-p)=w .
1+0

20. Effet Doppler et dilatation du temps.

Une autre fagon d'obtenir la relation (24-2) consiste a examiner |'émission lumineuse

d'une horloge atomique (standard de fréquence trés précis) en mouvement: une telle
horloge émet des ondes de période nominale T, (celle des tables) mesurée dans le

référentiel ou cette source est au repos.

Lorsque I'horloge est transportée jusgu'en xg a la vitesse u, le temps propre écoulé
sexprime en fonction de T par
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ct'y=ncTy=
Wo

Un observateur au repos dans un référentiel R (figure 1V-2) recoit des signaux
périodiques. Les n périodes sont regues au bout d'un temps tg. Appelons cty le temps

dans R pour lequel est atteinte I'abscisse X
Cty = X0 - yct'y
en raison de la dilatation du temps. Or les signaux se propagent a la vitesse ¢ de sorte
que:
C(ts - tg) = Xo-
On obtient finalement:

Cts=y (1 +p) cto.

Figure IV-2.

Dans ces conditions |a pul sation mesurée dans R est :

po2M o % [1-
ts y(+p) "V 1+p
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On abien retrouvé laformule de I'effet Doppler longitudinal.

Imaginons que la source revienne vers l'origine a partir de X, toujours a la méme
vitesse u. L'origine est atteinte au temps ty=2t, dans Ret:

Clta -t =V (L - B) cto.

Pendant ce temps, on a recu dans R le méme nombre n de périodes avec la pulsation
apparente:

2 W 1+
Q= m = 0 :000 B

ta-ts y(1- g 1'B.

Entre le départ et 'arrivée de I'horloge, |'observateur a compté dans R le nombre
exact de périodes: 2n, émises dans les référentiels R ou I'horloge est au repos. Ceci
constitue une "mesure” a distance de l'intervalle de temps propre de la source entre le

départ et l'arrivée (croisement des deux lignes d'univers). Supposons gu'une source
identique soit restée au repos dans R. Elle a émis, pendant I'intervalle de temps t,, un

nombre de périodes 2n, tel que:

wotA:woto:V%t'o:

2TT Tt L

2N, = 2yn .

Cet exemple montre I'étroite parenté entre |'effet Doppler relativiste et la dilatation
du temps.

21. L'aberration desétoiles.

Lors d'un changement de référentiel dinertie, la regle de composition des vitesses
laisse naturellement invariante la vitesse ¢ de la lumiére dans le vide. Mais, la direction
de propagation de la lumiere est différente dans différents référentiels dinertie. Pour
préciser cet effet, prenons de la lumiére dont la direction de propagation, dans le plan
xOy du référentiel R, fait un angle 6+mavec |'axe des x.
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0+ s

Figure IV-3.

Dans un référentiel R en mouvement de translation uniforme avec la vitesse u suivant
Ox, la direction de propagation fait, avec cet axe, I'angle 8'+1t Les composantes de la
vitesse de cette lumiére dans R sont

V, =-Ccosf
vy =-csinb.
DansR, ona
Vi =-ccosd' = Xl =c “cosb-B
1-—X 1+ cos
c2
Vig=-csing'= VDuv =c——=sSnd
y(l-—zx) y(1+Bcose)
C

d'ou larelation entrelesangles 6" et 6

(21-1) tgo'= LO=__SnB
Vx y(B+ cost)

Cette formule sapplique a l'observation des étoiles. Ces astres sont situés tres au dela
du systéme solaire. Sources lumineuses lointaines, auxquelles on attribue une quasi
immobilité, ils envoient vers nous du rayonnement dont la direction d'émission apparait
modifiée par le mouvement orbital delaTerre. ' est I'angle de visée et soit

a=06-0

I'écart angulaire que l'ordre de grandeur de la vitesse de déplacement de la Terre
u o - :
(3. 104 m/s, P ~104) nous autorise a considérer comme petit. Alors

tge' = sinB - a cos6

cosO + a sind
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d'ou l'on tire

__sind[By+(yLoos]  Bysing
1+ Bycosd +(y-1)cos?6 1+ By cosB ’

le terme (y-1) étant d'ordre 2 en 3. Danslalimite des [3 trés faibles
o ~[BysinG ~Bsind .

Lorsgu'a partir de la Terre, on pointe une étoile au moyen d'un télescope, I'angle de
visée fait avec la direction réelle, un écart a proportionnel ala vitesse orbitale autour du
Solell.

Direction
vraie

(D

Direction
apparente

FigurelV-4.

Au cours de I'année, a (qui d'apres la formule précédente peut atteindre 20 secondes
d'arc ce qui est parfaitement mesurable) reste constant mais la direction du mouvement
orbital fait un tour complet. Il en va de méme de I'orientation du télescope autour de la
direction réelle de l'astre. Ce phénomene appelé aberration des étoiles "fixes' a été
découvert par Bradley en 1727 et n'avait pas recu d'explication satisfaisante avant
I'apparition de lathéorie de larelativité.

27. Effetsdu mouvement dela sourcesur ladirection delalumiére émise et sur
I"apparence des obj ets.

Reprenons |le probléme du § précédent: une source au repos dans le référentiel R
émet de la lumiére dont la direction de propagation dans le plan xOy, fait un angle 6+t
avec |'axe des x. Pour un observateur au repos dans un référentiel R en mouvement de
trandlation uniforme par rapport a R avec la vitesse u suivant Ox, la direction de
propagation fait avec cet axe, I'angle 8'+1t Nous avons établi la formule (26-1) qui relie
lesangles O et 6
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Vl .
tge' = 0 _ sinod

Vix y([3+ cose)'

Cette relation montre que 6" est toujours inférieur a 6. En effet si par exemple 6 = g

1
tgo' = E , vaeur finie et petite s y est grand. De méme tg0' diverge (6" = TE[) lorsque

cost =- 3.

. . . 11 11
Beaucoup de sources émettent uniquement dans un demi espace: 5 <(n—9)<§. Un

tel objet présente pour I'observateur en mouvement vers la source, un lobe d'émission
. . 1 1
plus resserré dont le demi angle d'ouverture au sommet est Arctg(—) (~a/ aux plus

By
grandes vitesses). L'effet est le méme pour un observateur fixe, par rapport auguel une
source se déplace a grande vitesse.

Figure IV-5.

A partir de larelation (26-1), on montre que, contrairement a une image naive (mais
fort répandue) la contraction de Fitzgerald-Lorentz ne se manifeste pas visuellement par
une réduction des longueurs dans le seul sens du mouvement. La forme et les
proportions du contour d'un objet en déplacement rapide ne sont pas modifiés pour un
observateur fixe, mais I’angle solide sous lequel est vu cet objet a diminué (J. Terrel,
Physical Review, 116 —1959— 1041).

Comparons en effet les ééments d'angle solide a un instant donné tel que les origines
de R et R coincident au point d'observation. En coordonnées sphériques on a les
schémas de lafigure IV-6.

Lesangles ¢ et ¢' ne sont pas affectés par e mouvement: ¢ =¢'. Mais

dQ = R2 sind d d¢/R2 = sind d8 do
dQ'=sin 8 d do
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Rsino d¢
RdO R'sing' d¢'
R'do'
do do 40 ao
) c)
0 Y
dansR dansR'
Figure IV-6.

Or, dérivant larelation donnant cost' en fonction de 6, il vient :

sno' do' = _sine do B(B+cosB)snBd® _ gingap _sin?0'de
1+Bcos® 1+ cosd)f V(1+pcosp)  sinb

Finalement on obtient:

d0 _sn®

d8' <nb'
Il en résulte que les arcs de longueur R'd0' et R'sin@'dp varient dans les mémes
proportions. Ainsi pour un voyageur spatial dont la fusée se déplace a une vitesse
proche de c, les constellations gardent leur apparence mais al'intérieur d'un angle solide
différent. Elles semblent Saccumuler autour du point visé par la direction du
mouvement.

Sagissant d'objets étendus proches en mouvement rapide, le probléme est en général
plus compliqué. Par exemple, un cube sera toujours vu comme un cube, mais sous
différents angles selon la vitesse relative entre I'observateur et cet objet.

Autre exemple: dans les mémes conditions, une sphére sera toujours vue avec un
contour circulaire, quel gue soit I'angle de visée. Le diamétre apparent subira cependant
une réduction par un facteur

1 ]
yA1+ B coso)f’

tandis que les méridiens et |es paralléles tracés sur la surface apparaitront déformes.



