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COURSI. Introduction a la thermodynamique

|. Présentation et généralités
Bibliographie. Par exemple Cours de Berkeley (ou Reif en anglais)
"Energie @ Entropie”’ (Simon) Armand Colin
"Thermodynamique" dans la série Bertin-Faroux
"Physique statistique” (Diu...) Hermann

I.1. Thermodynamique & Mécanique

Mécanique: petit nombre de variables.
réversibilité des équations et donc de I'évolution pou des condtions
initiales donrées.

Le comportement dynamique d'un systéme est régi par des équations différentielles. La
définition des condtions initiales est donc nécessaire. Or, le principe dincerttitude limite la
prédsion ce cete définition. Ce qui n'est pas trop sérieux pour un petit nombre de variablesle
devient lorsgue le nombre de variables augmente, car le systeme est de plus en pus ensible
aux condtions initiales. De plus, lorsque le nombre de variables est élevé, il devient
rapidement imposshble pou des raisons pratiques, indépendamment du principe d'incertitude,
de onrditre ces condtions, de les contrdler, et également de cntréler les interadions du
systéme avecle milieu extérieur. Ce qui est accesshle al'observation et ala mesure est dorc
un_comportement moyen du systéme soumis a des condtions expérimentalement
reproductibles, dorc rédisables et contrdlables.

Thermodynamique:  grand nambre de variables ( ~10%%)
irréversibilit & gorés moyenne dorc al'échell e maaoscopique
nécessté d'une gproche statistique & probabili ste

|.2. Moyennes et probabili tés

La thermodynamique éudie des comportements globaux, a partir de cndtions que I'on sait
imposer au systeme. Ce sont donc des condtions globales (le volume du systéme, par
exemple), connwes avecune prédsionfinie.

Moyenne d'ensemble: C'est elle qui jouera un réle important dans les raisonnements de
thermodynamique statistique cdte année




On considere N systémes identiques préparés dans les mémes condtions globales. On
mesure a I'équili bre sur chaaun des N systémes la valeur d'une grandeur donrée A. On
sintéresse ala valeur moyenne de A, natée a, & la probabilit é d'obtenir une valeur donrée a

enfin al'écat type o tel que 02 = (a—a)z.

Si A prend ks valeurs discrétes g, j variant de 1 a p, on nade P(g) la probabilité
d'obtenir le résultat g

sommedesresultat P

a=Limy_ o Z P(a))
5 i nombrede resultatsnlonnantaj
) = Limp_ o
() N N
p
Z P(aj) =1
j=1

Noter que a peut ne pas gppartenir al'ensemble des .

Si A prend des valeurs continues dans l'intervall e [a, ] éventuellement infini, on nde
p(a) la densité de probabilit é. La probabilité dP(a) de trouver un résultat compris entre a &
a+da est dP(a) = p(a)da. On nae que p(a) aladimension ce al.

nombrede résultatentrea eta+ da

dP(a) = p(a)da= Limy_, N

B B
é:J’ap(a) da [p(@)da=1
a a

B
0%(a) = [(a-a)* p(a) da

Il.Introduction aux méthodes gatistiques

II.1. Terminologie & exemples smplesde variables discretes

Une éreuve simple donre unrésultat. Exemple: onjette un ce.

Une &reuve multiple donre une sé&ie de résultats. Exemple on jette N pieces
successvement.

Résultat statistique: onrecommenceN foiset on prendlalimiteN - oo

Ne pas confonde N et N.



Prédiction théorique pou le dé on Ha pas de raison de suppcser une probabilit é diff érente
pour les 6 résultats possbles (g = j, j entier de 1 a 6). Donc on les sippcse éuiprobables.
Donc la theorie donre P(g) = 1/6. Si |'expérience ne donre pas ce résultat, il faut revoir

I'nypothése d'équiprobabilit é (le dé est pipé).

Le jet de N pieces donre une série ordonrée de pile ou faceque I'on peut caradériser par 1
pou pile & O pou face Ex: (001011010001lpour N = 12. Deux questions $ posent:

(1) quelle est la probabilit é d'avoir pile ou facepour une piécedonrée? Sans trucage,
lathéorie répond 12.

(2) quelle est dors la probabilit € P(k) d'avoir k fois 1 au total dans une série ? Pour le
savoir, il faut dénombrer les sries donrant k. Si pile & facesont équiprobables, toutes les
séries ont équiprobables, mais bien sir, les valeurs correspondantes pou k ne le sont pas: |l
n'y aquune série donrant k = 0 ou k= 12, mais davantage pour les vaeurs intermédiaires. On
verraque:

1 N! 1 k
Pk)=— —————=—FC

) =2n KIN-K)! 2N ~N
En thermodynamique, le nombre N de variables devient trés grand mais une bonre partie des
raisonrements introduwctifs £ raméne ai jet de N piéces, du moins pou les particules
discernables. Uneterminoogie spédale est introduite.

Un microétat est défini par la mnraissance ompléte du systéme, adaptée ai probleme traité,
et compte tenu des contraintes.

Ici, ure s&ie donrée et un microétat: on conreit I'état de toutes les piéces
individuellement du padnt de vue gqui nous intéresse, c'est a dire pile ou face On ne soccupe
pas de savoir si les pieces ont de méme valeur, etc....

Une configuration correspond a une propriété du systéme, caadérisée par la valeur d'une
variable interne accedble ala mesure. Ici, ure configuration est caradériseepar le nombre k
de"pile". Si I'on appelle Q le nombre total de microétats et Q(k) ceux donrent k fois "pil€", la
probabilit & P(k) d'avoir k fois"pile" est:

P(k) :%

Defagn dus générale, si les microétats sont équiprobables, 1a probabilit € d'une wnfiguration
(donc la probabilit é de trouver une ceataine valeur lors de la mesure de la variable interne) est




simplement le rappat du nanbre de microétats donrent cette valeur au nambre total de
microétats.

On vat que s des critéres suppdémentaires (valeur des pieces, couleur...) avaient éé
pris en compte dans la définition dumicroétat alors que la configuration Hest caradériséeque
par le nombre de "pil€", onaurait trouvé exadement le méme P(k), simplement le numérateur
et le dénominateur auraient été multi pli és par la méme (grande!) quantité. Noter que les sries
sont ordonrées: on conreit le numéro de chague piéce et on sait dorc les discerner.

En revanche, comme |e principe des raisonnements est de comptabili ser ce que I'on
sait discerner, les raisonrements sur les piéces ne sadapteront pas totalement aux moléaules
d'un gaz pur, par exemple, que I'on fa aicun moyen de distinguer les unes des autres. Le
nombre de microétats a cmptabili ser est le nombre de microétats gue |'on sait distinguer les
uns des autres. Les microétats corresponcdant a une permutation des moléaules dans un gaz pur
sont indiscernables: il faut les compter une seule fois. Il sagit la dun pobléme de
thermodynamique statistique, qu sera vu de fagn rigoureuse en Maitrise, et que lI'on re
discutera pas davantage.

Il .2. Densité de probabili té pour la vitesse

Probabilit € pour que le vedeur vitesse soit compris entrev et v+ dv:

dP(v)= p(v) d3v avec ddv  =dvxdwdvz en catésiennes
=v2dvsin® db dg en sphériques
v étant lemoduedev.

Noter quil sagit del'ensemble de trois condtions et que p(v) est homogéne av-3.

[l . Quelques remargues
[l .1. Rappels
X = Zx P, Ix p(x)dx  F(x) = Zf(xj)Pj =J'f(x) p(x) dx
=X+y X.y #X.y saufsi variablesindépendante



0 oz(x):ﬁz(x—i)zzxz—(i)z
o(x+y) = (x +Y) X2 ?+2)W:02(x)+02(y)+2ﬂ
XY = G -x)(/-y)=xy - X7

X-X=X X

Attention, on m peut pas toujours définir un écat type. C'est le ca de la distribution
lorentzienne, entre autres (o diverge). On parlera beaucoup en revanche de la distribution
gaussenne:

1
Pix) = OJE[ E 202
On rappelle que: J'[exp(—xz)] dx =Jm

Il .2. Théoremedelalimite centrale

On considére R variables indépendantes X;...XR, de méme moyenne g de variance o(X)

(dorc o existe). Lavariable
Xl +X2+.......+XR

R

Y =

de moyenne a ¢ de variance
a(x)

a(y) = J—
devient gaussenne lorsgue R tend vers I'infini. On ne discutera pas les condtions de validité
de cethéoréme (se référer au cours de Mathématiques), on vat dgaque o dait exister.



COURSII . Loisde probabilité

|.Loi binbmiale

Laloi bindmiale est la généralisation ce I'épreuve du jet de pieces. On I'appelle auss épreuve
de Bernodli. On considére N éléments discernables. Chaaun e ces ééments peut se trouver
dans deux états différents, naés | et Il, avecles probabilit és respedives a @ 1-a. On tire |'un
apres l'autre ces N ééments et on sintéresse ala probabilit é d'une wnfiguration dfinie par le
nombre d'ééments dans I'état |. C'est exadement le jet de pieces, si |'on suppase que "pile’ a
laprobabilité a ¢ "face' 1-a

C'est auss le probléme de la boite adeux cases, ou des particules ont la probabilit é adaler a
gauche @ 1-a ddler a droite. Soit k le nombre de particules & gauche (I'état "gauche" |
correspondalavaleur 1, I'état "droite” 1l a0).

*Dans le c& a = 1/2, les gries 2t équiprobables, et il y en a en tout 2N, puisque caque
particule adeux choix équivalents, dorc la probabilit & d'une série est 1/2N,

* |ci, la probabilité dune série comportant k particules a gauche est ak.(1-a)Nk, car k
particules ort fait le dhoix "gauche' qui a la probabilité g et les autres ont fait le coix
"droite", de probabilité 1-a. Pour une vaeur donrée de k, le nombre de rédisations est le
nombre de combinaisons de N particules prises k ak. Finalement:

NI N(N-1XN-2).... N-k+1)
KI(N-K) k!

P(k) = CK a¢ (1-a)Nk avec CK =

N
P(k)=1
k=0
Les C{:' sont les coefficients du développement du indme: (1+x)N

Dauttrepat k=Na  o2(k) = N? (a-a?)
Nous allonsintrodure deux statistiques issues de cdteloi.

Il . Processusrares: statistigue de Poisn

Il.1. Loi de Poisson

Cette situation corresponda ladoulle hypothése a <<1, maisNade l'ordrede 1



CN(N-1}N=-2)...(N-k+1) Nk
B k! Tkl

P(k) = CK & (L-a)Nk ck

Log(l—a)N_k = (N -k)Log(1-a) = —Na

K Tk _
P(k) = N_ ak e Na k_ e_k
k! k!

II.2. Application

Exemple en plysico-chimie: systeme micdlaire (agrégats de moléaules tensioadives, ou
micdles, dispersés dans l'eau) auquel on goute S sondes hydropholes fluorescentes,
insolubles dans I'eau, qu viennent se place al'intérieur des micdles. Le but est de déterminer
le nombre M de micdles, S éant connu.(R.Zana, Strasbourg, ~ 1980)

a=1UM<<1, k=SM suppasé d'ordre 1. La réporse du systéme aune ill umination
bréeve permet de distinguer entre les micdles a une sonde (fluorescence de monameére) et
cdles adeux sondes (fluorescence de dimére). On en déduit P(1)/P(2) = 2/k = 2M/S,

Il . Statistigue de Gauss

Il .1.Loi bindmiale pour N grand, anetend pasvers0 ou 1

La variabley = k/N varie de 0 & 1 par incrément de /N << 1. On peut dorc la mnsidérer
comme pratiquement corntinue. Elle a pour moyenne a pou variance o(y), et devient
gausgenne pou N grand, avecune densité de probabilit € p(y).

a-a®

N

o) =t exp- (5T
o(yW2m Da2(y) F

y = y=a o3(y)=

Z|7\—

On vat que la distribution est tres éroite aitour de la valeur moyenne g qu est auss la
valeur pou laquell e p(y) est maximum (valeur la plus probable).

On peut retrouver le mmportement gaussen par développement de P(k) au vasinage
de cemaximum en utili sant les formules d'approximation valables pou N grand (et k auss,
puisque anetend pasvers 0).

Formulede Stirling, N >> 1

Log N! = NLogN - N + Log+21iN



1C

Dansle caa =1/2;

1 N N 2 JN 1
P(k)zwm P(—2)=JN:1T o(k) ==~ G(Y):m

Attention, la @murbe P(k), discréte, a des valeurs dans l'intervalle [0, N], la @urbe p(y),
continue, ades valeurs dans I'intervalle [0, 1].

Il .2.Marchedelivrognea 1dimension

On lache N fois un ivrogne sur I'axe x a l'origine x = 0 et on regarde gres N pas la
statistique, c'est a dire que I'on fait tendre N vers l'infini. Le probléme est identique aux
précélents. Pour le formaliser, on suppasera que I'ivrogne fait un pes a chaque intervalle de
temps T, cepas apou longueur ¢, avecune probabilit € averslagauche & 1-aversladroite.
Proceswus élémentaire:
valeur moyenne: a.(-/) + (1-a).(+¢) = ¢ (1-2d)
carédel'écat type: (2-[/(1-28)]2=4 (a- &) (2

Aprés N pas |la position moyenne est:
x=N/¢(@-2a) o®=4N(@a-a)/?

Autrement dit, au tempst = N1, la position moyenne est

x=N/¢Q- 2a):—t ¢ (1-2a) = vt y=1 ¢ (1-2a)
T T

avecun écat type

2
o? = 4I (a—az) (? = 2Dt avec D=- (a—az) 2
T T

[l .3.Equation deladiffusion

Il'y aune vitese de dérive v pou la position moyenne lorsque a &t différent de 1/2.
Suppasons a =1/2 pou éiminer ladérive, ona:

x=0 e x2= N2
On aurait pu également suppaser que les pas étaient effedués aux temps multiples de

T, avecune vitesee de modue W= %et une éale probabilit € vers la gauche ou la droite.

1C
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On définit le mefficient de diffusion D a partir de ces quantités microscopiques. Au
tempst = NT:

_ /2
x2 = 2Dt D=—
2T

La largeur de la distribution augmente @wmme la radne du temps: c'est un procesaus

de diffusion. Lorsquon regarde le procesaus a une édelle de temps et d'espace >>procesus
élémentaire, c'est a dire pour N >> 1, on re voit plus le caadére discret et les variations
d'espace ¢ de temps apparaisent continues. On caradérise dors I'observation par une densité
de probabilité, dort on sait quele et gaussenne. Aux échelles maaoscopiques

correspondantes, la densité de probabilit € p(x) sur I'axe séqit:

2

_ 1 X
Xt = — exp— —
p(x,t) P p >
X2

p(X,t) = —,4%[)1: exp — m

et obéit al'équation celadiffusion,ici aune dimension:

avecles condtions initiales p(x,0) = (x), ou &x) est ladistribution de Dirac (cette limite non

physique résulte é/idemment du changement d'échell e d'analyse).
Il .4.Relation diffusion-mobilité

On suppcee quune force f sexerce vers les x > 0. Si les intervalles auxquels
seffeduent les pas sont équidistants, les pas ne sort plus d'égale longueur vers la gauche ¢ la
droite. Une fagon ck traiter le probléme est de suppaser les intervall es équidistants, et de se
fixer lavaleur initiale de lavitesse, prise ggale aw au début du pes ("juste gresla allision”).

Il faut donrer une masse m al'ivrogne.

Versladroite l+=WT + T2

N =
3|

72

Verslagauche (-=—-WT + %

N =

11
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Aprés N pas X= %

g
2m

appliguée la mnséquence de I'existence des colli sions est que e systeme réponda une force

Il apparait dornc une vitese de dérive f=uf propationrelle ala forme

par une vitese d non far une accération. Le coefficient u est la mobilité.
On oltiendrait le méme résultat en suppant que le systéme maaoscopique est

soumis aune forcede friction propationrelle alavitesse:

dv_ ¢ _
m g f —kv
Le systeme prend ure vitess limite (stationreire) u:
u:i avec k:2_m:i
k T U

L'origine des colli sions est I'agitation thermique kT. L'ivrogne non perturbé aune dimensiona

une vitesse instantanée (ne pas confondre aveclavitesse de dérive!) telle que:

1 w2=21
=mw? == KT
2 2
cequi condut alareation dEinstein, dmontréeici dans un cas particulier, mais de validité
générale: u = %

[Il .5.Chaineidéale de polymere

On suppacse que la onfiguration dun pdymeére résulte d'une marche au hesard sans volume
exclu sur un réseau a 3 dmensions, les N monameres s placant successvement aux noeuds
du réseau, ce pas /. Les probabilités slon x, y, z sont indépendantes et identiques. Pour N
grand, la statistique devient gaussenne d l'ona

(r) = p(x) p(y) p(2) (x) 0 —= O
r)= X Z X — exXp—- =—
p pP(X) ply) p p m p EQXZH
2o p N2 BN
Xc=yc=2z2= 3 p(r) O N3/2exp DN 2E

12
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COURSIII . Théorie dnétique des gaz

|. gaz parfait al' équili bre

|.1.Modéedu gaz parfait monoatomique

Le gaz parfait monaatomique est le systéme le plus smple permettant de faire le lien entre la
thermodynamique dassque d la thermodynamique statistique: I'énergie d'un gaz parfait est
purement cinétique, et I'énergie dnétique dun gaz moncatomique et purement
translationrell e.

Spheres dures de rayon a (cf courbe de potentiel entre gomes)
densité en nambre natéen, dstance moyenne § ~ n"1/3
gaz dilué, a <<d.

On abesoin dunetaill e finie pour avoir des colli sions entre @omes, et dornc &uili bre.
[.2.Cequel'on tire du modéle
Densité faible, dorc oollisions a 2 corps, que I'on traite cmmme un systeme isolé. Hypothese

du chaos moléaulaire.
Vitesses indépendantes et indépendantes des positi ons:

— 2 -
Vm-Vn =V Omn r'm-Vm =0

Mouvement relatif v1 - v et impulsion totale p; + p2 indépendants: conséquence

1 5 1 >
MV =—MHV
2 1Vl 2 2V2

Egalité des énergies cinétiques moyennes a I'éguili bre. C'est évidemment trivial pour un gaz

pur mais cda est vrai auss pou des moléaules diff érentes, et cette fois, on vat apparaitre un
critere d'équili bre.

Il . Distribution desvitesses

II.1. A partir des probabili tés

Par symétrie, p(v) ne dépend que de v2.

13
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D'autre part, les 3 dredions ont indépendantes, p(v) = p(vx).p(vy).p(vz), chaque fadeur ne
dépendant que du caré de la variable. Cela mndit a des lois de probabilit & en exp - [Bvy?],
..exp - [Bv?], dorc gausdennes, gue l'on peut éaire, comme pour les polymeres:

0 1 djz DVZ C
P =G0 exp- st
[(Prvy O [2vy [
/2
0 3 [Bv2 L
p(v) =—

exp— —_—
(prv2 0 V2 E
II.2. Libre parcours moyen: calcul simplifié

Cacul simplifié: un seul atome est mohile, avecla vitese v, les autres ot fixes. Un atome
fixe est touché si son centre se trouve dans le g/lindre droit d'axe v de sedion doite o = 41t
&. La distance moyenne telle quun atome soit touché est le libre parcours moyen. L'atome
mobile va en ligne droite avitesse @nstante, dorc on peut auss définir un intervalle moyen
entre ollisionsT.

_1 -
no

/=

On vait que le traitement confond vitesse € vitesse relative pour la wlli sion.

Il . Presson et température

Il .1. Presson d'un gaz contenu dansun récipient

Calcul delaforcemoyenne/ unité de surfacesur une paroi plane, x = 0.

Equilibredugazdorc vy =0 vy =0 v, =0 Vyr == Vye

Equili bre gaz / paroi dornc oolli sions élastiques en moyenne (on rla pas a soccuper des
degrés de libertés internes des gaz palyatomiques car eux auss se mettent en équili bre avecla
paroi pour leur propre mmpte)

Sur une surfaceS de paroi, le bilan Ap des impulsions pendant At >> T est pardléle a
I'axe des x.

o0

Apy (inciden) = I[vx At S n][p(vx) dvx] [m VX] =—; m n SAt v_)z(
0

14
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o - 1 >
Ap =2 Apy (incident) = mn S At vi = 3 m n SAt v2

N : 1
d'oulapresson P :—3 nmv- =

wlir

nec

ou ona introdut |'énergie dnétique de transation moyenne par atome (cette formule reste
vraie pou un gaz polyatomique: comme on l'a dit précéemment, les degrés de liberté interne
séquili brent pou leur propre cwmpte, les collisions nt éastiques en moyenne, et seule
I'impulsion, dore |'énergie dnétique de trandation, intervient dans ce cécul).

Il .2. Température cinétique

On avu que I'énergie dnétique moyenne de trandlation pounait étre utili sée omme aitere
d'équili bre. On définit |atempérature anétique par:

sczng ouencore <§=—;kT=§,=S_CZ

On constate que:
P= nkT ouencore PV = NKT

ou V est le volume @ N le nombre d'atomes. On reconreit la "loi des gaz parfaits, ce qui
permet de donner alatempérature dnétique une base physique liée al'expérience

On constate dfedivement quaux faibles pressons le produt PV tend, pow un nanbre
donré de moléaules du gaz, vers une valeur qui ne dépend qie de latempérature. Cette valeur
adonc éé utili seepour définir latempérature dnétique. Le efficient k a éé choisi pour que
I'échelle ansi définie soit fadlement comparable al'édhelle centésimale d§ja eistante, dorc
avec T(eau bodll ante) - T(glace fondarte) = 100. C'est I'échelle Kelvin. A partir du résultat
expérimental

T (eau bouiIIante)
T (glace fondantg

PV (eau bouiIIante)
PV (glace fondantg

= 1,3661=

on olient k, et également la mrrespondance avec I'échelle Celsius (centésimale, T(glace
fondarte = 0°C)
t(°C)=T- 273,15

15
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On verra plus loin gque la statistique cndut a identifier la température dnétique € la
température thermodynamique.

Conséguences:
- 5 5 175 kT
V)Z(:V§:V§:§V2 :E
2 20 /2 O L
p(vy) = Didj exp - vy et p(v) = Diﬁ exp- C
okt O kT H CorkTO KT ¢

On ndera au passage la densité de probabilit € p(v) du modue de la vitess: la probabilit € que
cemodue soit entrev et v + dv est

O=1r Q=211

dP = 5[ p(v) v2dvsind ddde = 4rwv2dv p(v)
0=0,0=0

p(v) = 410 p(v)

d'oul'ensemble des valeurs;

\/—2:3k_T \_/:O ;/: ’Sk_T
m mm

2kT

p(v) maxpour  Vp(y) max = ™y

[l .3. Calcul correct du libre parcours moyen

On déait les collisionsa 2 corps detype 1/ 2, oules moléaules ©ont ou non @ méme nature.
On considere une moléaule de type 1, de vitesse v1. Nombre de mlli sions pendant At sur les

moléaules de type 2 présentes par unité de volume:

Iol,z Vi = vyl Bt ny p(vy)d®y,

Vv,

Somme sur toutes les moléaules de type 1 présentes par unité de volume:

Z1,= 0120t ny I p(v)dvy v = vl p(v2)d,

v,V

1772
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Z1 2 est lenombre de wllisions 1/ 2 par unité de volume d intervall e de temps At.
Changement de variables. g = v1 - vo , G = (mpve+ ma vo ) / (my+ my ) cequi fait apparaitre
le mouvement relatif et le mouvement global. Le jambien de la transformation est 1. On
appelle p lamasse réduite ¢ M lamas= totae. Il vient:

Z12=010tm nzI 9 pu(@d°g pu(G)dG = 0y, Aty Ny g
0.G

Fréquence de llision 1/ 2 par unité de volume: Zj o/ At
Fréquencede mllision 1/ 2 par moléaule detype 1: v1 2 = Z3 2/ (N1 At)

8kT _ mim,

Vig =N 012 9=N3 012 |/ = my + M,

V. Gaz réds

IV.1.Energie du gaz parfait

. S |
Moncetomique U =N &¢ translation= > NKT
. — 3
Polyatomique U=Nec =2 NKT+ Ne(T) +N eyip(T)

U ne dépend qede T. L'équation détat est PV = NKT, gque le gaz soit mono ou pdyatomique.
IV.2.Energiedu gaz réd

U cortient les interadions entre moléaules qui dépendent de n. Une éuation détat semi
empirique a é€ proposéepar van der Wads:

[P+ (a/ V2)].(V-b) = NKT

17



Elle se omprend Hen a partir de laforme schématique du pdentiel dinteradion.

EpA

Coeur dur répulsif

r-6

Attraction dipolaire

18
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COURSIV. Premier principe

|. Rappels de thermodynamique

|.1.Principe zéo, 1* principe, terminologie

Notion déquili bre, variables d'éat, fonctions d'état.

Trangiti vité de I'équili bre. Définition de grandeurs homogénes al'équili bre (T, P, ).
Premier principe:

Conservation ce I'énergie: AU (systeme) + AU(milieu extérieur) =0

U est une fonction détat.

Variables d'état, fonctions d'état
extensives, additives
N, V, U.... (remarque sur la comptabili sation des énergies)
peuvent étre définies méme hors d'équili bre

intensives, hamogeénes a l'équili bre en I'absencede thamp extérieur
P, T, ...
ne sont définies qual'équili bre

Transformations. passage entre 2 états d'équili bre

réversibles: succesgon détats d'équili bre. Les variables intensives sont définies
sur I'ensemble du systéme.

guasistatiques: trés lentes. On peut définir locdement des variables intensives
(nation déquilibre locd), mais la transformation rlest pas nécessirement réversible (cf la
fuite entre deux rédpients).

irréversibles: on re peut pas définir de variables intensives

AU (systeme) = W (énergie mécanique) + Q (échelle moléaulaire)

U est une fonction détat, dorc AU ne dépend qie de I'état initial et de I'état final et est
indépendant du chemin suivi. W et Q sont algébriques, requs par le systeme, i.e., donrés au
systéme par le milieu extérieur, et dépendent du chemin suivi. Dans les raisonrements, la
source idéde de travail est le piston sans frottement, la source idéde de dhaeur est le
thermostat.
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1.2. Travall et chaleur

Echange infinitésimal:
du =dW +dQ

Il est d'usage dutiliser d pou les petites variations des fonctions d'état entre deux états
d'équili bre, car ce sont des diff érentiell es au sens mathématique, et une autre notation, ici 9,

pou les petites variations de quantités qui ne sont pas fonction détat.

Expressons de dW:

OW = Fgyt.dl = -Pgyt dV généralisable ad'autres procesaus 2 X dx;
Si la transformation est réversible, Pext = P (systéme), auquel cas OW sexprime avec les
variables du systeme.

Expressons de 6Q

Il n'y a pas de formule générale. Si 1a transformation est réversible, il existe diverses fagn
déaire 0Q, qu font apparaitre les coefficients cdorimétriques. Elles ont éaites ci-desous
pou une quantité donréed'un fluide pur homogéne (2 variables indépendantes).

Il . Coefficientsthermoéastiques et calorimétriques

II.1. Coefficients thermoédastiques

Coefficient de dil atation a presson constante = \% B_V)

Augmentation ce presson avolume anstant B= %(g—.IF_)L

Compresshbilit  isotherme X: =~ \_}%L

L'existenced'une gjuation détat f(P, V, T) = 0 apour conséquence

{av)T{aP {aT 1 et par stite ~0— =P

XtB

20



II.2. Expressons de &Q pour unetransformation réversible

3Q=Cy,dT + 1 dV
5Q=CpdT+h P
3Q=AdP+padV

du=(-P)dv +C,dT est une diff érentiell e totale (fonction détat U)
dH=(h+V)dP+CpdT esturedifférentielletotale (fonction détat H = U + PV)

- Yo _HD
OoT [, P DotTh,

d'oulesrelations Cy

Il .3. Relations diverses

(2) On éqit I'égalit é des dérivées ssandes croisées de dU et dH

21

(2) on remplace dans les deux premiéres relations définissant 8Q la différentielle dT en

fonction cedV et dP

W10 4y + 210 gp

9= v & * pp,

et onidentifie lestrois expresgons de Q. On oltient:

A:cvég—;gv u=C
':(CD_CV)SS_\T/BF) h=-(Co-Cy
II.4.Gaz parfait
a=p :% XT:%

Les chaleurs pédfiques ne dépendent quedeT.

Co-Cy=Nk  U=NKTf(T)  H=U-+NKT
dU = CdT dH = C,dT

Py O
Davp
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Contributionsa Cy

Cv=Cytranst Crot(T)+ Cyin(T)

- la chaleur spédfique de translation est déduite de U(T) pour un gaz moncatomique
3
Cv trans = 5 Nk

Danslasuite du cours onjustifiera les observations suivantes:
3 . o, .
- Crot = > Nk pou des moléaules non linédres et Cyot = Nk pou des moléaules

linéares. Celatraduit |efait que larotation est classque atempérature anbiante.
- lavibration est habituellement non classque al'ambiante, le cdcul serafait plus loin, avec
discusson de lasignification deslimites classques.

Equation détat: PV = NKT

Transformations réversibles:

isotherme PV = cste =NKT
adiabatique 8Q = 0 condut aPVY = cste, avecy = Cp/ Cy >1

22
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COURSYV. Thermodynamique statistique

|. Equili bre et statistique

I.1.Insuffisancedu 1*" principe

[llustration par le gaz parfait en |'absence de dhamp extérieur. Pour U, V, N donregs, le
premier principe ne distingue pas entre les distributions Patiales, hanogene ou inhamogenes,
des moléaules. Le systéme, lui, vavers|'équili bre qui est une distribution hanogene.

Grandeur locde et non microscopique, la densité locde, mesurable. Evolution
irréversible: passage statistique de I'échell e microscopique al'échell e maaoscopique.

On retrouve laboite adeux cases, qu hous Ervira beaucoup.

|.2.Base dela construction

Ce que l'on sait faire, c'est du ddnombrement de microétats. Ils doivent étre
équiprobables, dorc de méme énergie. Ensuite on d&finira des configurations caradérisant les
variables locdes qui nouws intéressent: comment se distribuent par exemple I'énergie @ les
particules entre les diff érentes parties du systéme. Celui-ci doit étre défini par des variables
qui ne présuppcsent pas on éat interne, dorc extérieures. On a immédiatement, pou un
fluide pur:

U V,N
Ce sont les variables du systéme isolé.
En statistique, onraisonrera sur un ensemble al'équili bre de N systémes identiques de U, V,
N donrés, avecN - o quel'on appell e ensemble microcanongue.

I.3. Ensemble microcanonique

C'est I'ensemble statistique du systéme isolé al'équili bre. Les Q microétats ont tous la
méme éergie U et sont équiprobables. La probabilit é d'un microétat est 1 / Q. Quand on
mesure une variable interne, le résultat est la moyenne sur les configurations possbles,
aff edées de leur probabilit €.

La quantité Q (U, V, N) est une fonction détat. Si le systeme est la réunion de deux
systémes indépendants ayant respedivement Q1 et Qo microétats, ona: Q = Q1Q»

On introdut une nouwele fonction détat S (U, V, N), que I'on appelle entropie
statistique, par S = kLogQ. La fonction S est cete fois additive pou des us-sytémes
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indépendants. Bien sir, S ne nous dit rien sur ce qui se passe dans le systéme, pusguelle ne
dépend qede U, V, N.

Ce qui dépend ck I'état interne du systeme, c'est la probabilité d'une wnfiguration,
caradérisee par la vaeur d'une variable interne mesurable x. On définira I'entropie de cete
configuration par S(x) = kLogQ(x), ou Q(x) est le nombre de microétats rédisant cette
configuration. S(x) n'est pas une fonction détat du systeme.

|.4.Exemple: laboite a deux cases

L'énergie n'intervient pas. L'équivalent du vdume est le nombre de caes. Il y a N
particules. On suppcee les cases de méme probabilit é.
Q=2N S=NkLog2
Une onfiguration est définie par le nombre n de particules a gauche, S (n) =
kLogQ(n). La anfiguration la plus probable corresponda n = N / 2, c'est la distribution
homogéne. Onavu que P (N / 2) = N-V2, dorc <<1 pou N grand. En revanche:

S_Smax(n) ~ LOgN <
S N

<1

S-SCHOS LN S) = San(r)

Comme N >>> 1, |'entropie de la @nfiguration la plus probable est pratiguement égale aS
(mais laprobabilit € de cdte mnfiguration est <<1).

Relation avec une distribution de particules discernables: un microétat correspondala
conraissance du nanbre d de l'identité des particules qui se trouvent a gauche, la
configuration est la donrée de leur nombre, quelle que soit leur identité. Pour n donré, S(n)
est I'entropie d'un systéme dans lequel existe une paroi séparant gauche @ droite. Cette paroi
n'est pas étanche, mais elle wnserve le nombre de particules de dhague dté. Ce qui revient a
remarquer quil faut étre prudent dans cegenre d'image.....

Relation avec I'évolution vers I'équilibre: le systéme ainitialement ng_particules a
gauche, c'est I'état initial. La connaissance de ng définit une mnfiguration qu est ou rlest pas
la plus probable. Cette configuration a I'entropie S(ng). On peut la représenter comme |'état

d'équili bre du systeme dans lequel |a "barriere" précélente (un peu spédale, rappelons le) a
été placéecequi est une fagon dexprimer le fait que I'on conreit les condtions initiales.

Ensuite le systéme é/olue. Du paint de vue statistique, on a enlevé la barriére, dorc
I'entropie et S: cda signifie que le systéme explore maintenant tous les microétats. Aprés un
certain temps, on constate que la mesure du nanbre de particules a gauche donre un résultat
stable, et, comme N est grand, le résultat sera N / 2, |la valeur assciée ala @nfiguration la
plus probable. Celle-ci aune entropie S (N / 2) pratiqguement égale aS.
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L'entropie de la configuration olservéea donc augmenté ou est restée onstante (i g
= N/ 2). L'entropie du systeme avecla @ntrainte n = ng (i.e., avecla "barriere") était S(ng).

L'entropie du méme systéme sans la @ntrainte est S, pratiquement égale aS(N / 2). L'entropie
du systeme isolé augmente ou reste mnstante guand onenléve une @ntrainte.

Il . Critéresd'équilibre d'un systémeisolé

On étudie larépartition de U, V, N entre les parties 1 et 2 dusytéme. Les grandeurs du
systémeisolé sort indicées 0. Elles sont donrées.

Ug=U1+U> Vo=V1+V> No=N1+ N>

II.1. Equilibre thermique

On permet I'échange d'énergie entre 1 et 2, mais volume @ nombre de particules ont fixés.
Pour une aonfiguration définie par ladonréede U4, 1 et 2 sont indépendants.

So (U1) =31 (U1) + Sz (Up - Us)
Configuration laplus probable, cdle qui vérifie:

dHU)_, 5 95 _dS
du, du;  du,

Autrement dit, I'équili bre associé ala répartition de I'énergie dans un systéme isolé permet de
définir une quantité homogene dans tout le systeme, c'est a dire la méme quelle que soit la
partie de systeme cnsidéré. On supprime dorc lesindices:

oSO
ULy n

homogéne

Cette quantité est notée l, 0 étant latempérature thermodynamique.

6

II.2. Equili bre méaanique & chimique

De méme;
oSO

v n

0oS[
LoNL v

homogene et homogéne
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Ces quantités interviennent dans la diff érentiell e dS pour une transformation réversible:

oS dU+ oSO qv+ oS

W= tun, v Y TN

dN

Il . Entropie du gaz parfait

Il .1.Principedu calcul

Le nombre de microétats d'un gaz parfait comportant N moléaules dépend ce I'énergie U de ce
gaz, et du vdume V qui lui est offert, sous laforme d'un pgrodut f(U)g(V), ces variables étant
non corrélées. La dépendance en V tradit le fait que I'on répartit les N moléaules dans un
nombre de caes propartionnel & V. Lafonction g varie donc comme V", Pour aller plusloin,
il faut conreitre la"taill €' de ces cases, cequi demande la définition prédse des microétats.

Un microétat corresponda la cnnaissance maximale du systeme (N moléaules, pasitions rj,
impulsions pj), compte tenu duprincipe d'incertitude. Le nombre total de microétats d'un gaz

monacatomique d'énergie U, volume V, comportant N atomes identiques de masse m, que I'on
doit considérer comme indiscernables est (cdcul fait en Maitrise):

vN - (2mmu)®V'2

NI EBNE! h3N
Oo O

Q=

le N! traduit l'indiscernabilité des atomes. En utilisant la formule de Stirling, on olient
I'expresson ce S (formule de Sadkur-Tétrode pour un gaz moncatomigue)

0 Dv mammu?0 s EC
ENh 3N H 2

C'est bien ure quantité extensive, et on avait eff edivement besoin duN!
Ne pas extrapoler aU =0, ce cécul est classque € le gaz est parfait!

Il .2.Lien avecla thermodynamique

On va cdculer les dérivées partiell es intervenant dans les condtions d'équili bre & les
interpréter grace daformule explicite de S dort on dspase pou le gaz parfait.
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Dosp _3Nk_1 oS _Nk _P
U,y 2 U T viyn VvV T
00ST || oq 2V ATmUF 20 p
CoND v M0 0 7

On reviendra sur la définition de 1, admiseici. L'identité thermodynamique séait:

as=3Y ., P v BN
TN T

A N constant, il vient, pou une transformation réversible infinitésimale:
dU =TdS- PdVv

;=5
.

On constate I'identité entre la température dnétique T, qui apparait ici dans les expressons de
I'énergie @ del'éguation détat du gaz parfait, et latempérature thermodynamique, définie par:

65l
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COURSVI. Thermodynamique statistique Il

I. Lathermodynamique statistique

I.1.Limitedes grands nombres

En thermodynamique, N ~ nombre d'Avogadro naé Na, avec Na = 6. 1023, Lors de la

@ y@-af

o o 1
mesure d'une grandeur A, le rappart > = = est << 1, ains il vaut m dansle c&

a
de la boite adeux cases, soit S N = Na unrappat de I'ordre de 1012, Ce qui signifie que la

mesure al'équili bre donrera toujours la valeur associée ala onfiguration la plus probable,

non dscenable de cdle guel'on oHient par la moyenne sur les configurations.

On peut dornc prévoir le résultat de la mesure al'équili bre d'une variable interne par
des arguments datistiques: N étant tres grand, la dispersion des prévisions est négligeable
devant lesincertitudes de mesure.

|.2.Calculsdevariation d'entropie pour le gaz parfait
On uilise la formule de S, dorc la satistique. On verra plus tard comment la
thermodynamique permet de faire des cdculs plus géenéraux en utili sant le fait que I'entropie

est une fonction détat.

|.2.a.Entropie de mélange

Gaz1l Gaz 2

Les gaz sont difféérents: on re sait pas distinguer entre dles les moléaules de 1, n entre dles
les moléaules de 2, mais on sait distinguer 1 et 2.

Etat d'équili bre a
compartiments $parés, Sg= S15+ Spa, vdumeségaux V1 =Vo=V /2.
Deplus, onsuppee N1 =No=N/2 et
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U1 =Up=U/2 (autrement dit, P et T sont identiques dans |es deux
compartiments)

Etat d'équili bre b
ona enllevé laparoi. Entropie Sp = S1p+ Spp . Volume V
N=N1+N2,N1=N>=N/2
U=U1+U>,U1=Upx=U/2

Sa = Nk E_Og% +A1§ + Nok E_og% + A2E = Nk %Og% N A142'A2E
1 2
U ] ] ] +
Sp = N4k é’ogNl +A1§+ N,k é_ogNi +A, E: Nk %og% LAl 2A2 E
1 2

Sh- Sa=AS=Nk Log2

29

Si les gaz sort identiques, le cdcul est le méme pou Sg, avec A1 = Ao , mais différent pour

Sp, car on amaintenant un seul gaz de N atomes dans V. Dans ce c&.

\ C
= :ng, LA
Sa=S ogN+ C

Il n'y a pas d'entropie de mélange dans ce c& Comme les atomes de méme nature sont
indiscernables, ure vraie paroi définit une nfiguration. Dans I'exemple @mnsidéré, I'état a
correspond, pou un gaz unique, a la mnfiguration la plus probable. Donc Sg = Sp. Ce n'est

évidemment pasle ca 3 les gaz sont diff érents.

.2b. Détente danslevide

CestlecaN>=0,U>=0.0OnsuppxeVi=Vo=V /2.
O v, O O v C
Sa = le og— + Al = le og—— + Al
é_ Ny H é_ 2Ny E
o v O
Sb: le Og—+A1
é- Np H

AS=N1k Log2
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On remarquera que le mélange de deux gaz parfaits est, pou chaaun deux, ure détente dans
levide.

1.3. lIrréversibilité

Dans les exemples précdlents, on enleve une @ntrainte dans un systéme isolé. sans
modifier les variables U, V, N. Cela signifie quon regarde |'évolution sportanée du systeme a
partir dun état initial. L'entropie augmente si la cnfiguration du systéme définie par la
contrainte n'était pas la @nfiguration la plus probable. Les condtions initides ne
correspondeient dorc pas a I'équilibre du systéme sans contrainte. Sinon, |'entropie reste
constante. Le systéme édait dorc initialement al'équili bre.

Dans les tranformations entre deux états d'équili bre que I'on aura & onsidérer, oules
variables détat sont modifiées, dorc égaement la nfiguration la plus probable, la
réversibilit € correspondau cas ou le systéme "suit” cette configuration. C'est ce que signifie
du pant de vue statistique le fait quune transformation réversible est une "successon détats
d'équili bre". On rappelle que, les éats initial et final étant définis, la variation des fonctions
d'état, dort I'entropie, ne dépend pes de la nature, réversible ou non, @ latransformation.

Une transformation adiabatique réversible et isentropique. Dans une telle
transformation, les microétats du systeme sont modifiés, mais pas leur nombre Q.

Il . Exemple de raisonnement: machines dithermes

II.1.Fonctions d'état

Pour un état d'équili bre donrg, les fonctions d'état sont définies. Leur variation entre
deux états d'équili bre ne dépend pas du chemin suivi, réversible ou non.Leur variation est
dorc nulle sur uncycle.

II.2. Cycle monotherme

Onraisonre sur les "sources' idédes, thermostat et piston sans frottement.
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W piston sans frottement

Q

-
thermostat T

Le systéme total est isolé. On repére ses propriétés par I'indiceO.

Le systéme 3, lié aun gston qu lui fournit le travail W, et a un thermostat a température T
qui lui fournit Q, déait un cycle, dorc, si I'on nde U et S respedivement I'énergie d
I'entropie de Z, pou le systéme déaivant uncycle, AU =0et AS=0.

Le piston est un systéme mécanique, son entropie est nulle (on peut dire auss quelle
ne varie pas).

Le thermostat est un grand systeme, pou lequel les transformations nt réversibles.
Donc:

AS (piston) =0 AS (thermostat) = Q(requ par lethermostat) / T =- Q/T

ASo =AS-QIT >0 pou lesystemetota, dorc Q<0

AU=W+Q=0 dorc W >0

Un cycle monatherme regoit un travail positif, il fournit donc un travail négatif. Pour obtenir
d'un systeme déaivant des cycles un travail pasitif, il est nécessaire de prendre un cycle

ditherme (ce n'est pas suffisant). On dt alors que le g/cle est moteur. Un cycle monaherme
n'est jamais moteur.

Noter que T est la température du thermostat, en générale diff érente de cel e du systeme, sauf
al'équili bre. Dans la suite, on ndera souvent Ty, latempérature du thermostat.
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II.3.Cycleditherme

W piston sans frottement

Q1

-
thermostat T,

Q2 | thermostat T,

& + o7} <0 cycle réversible Q& + Q&

cycle ditherme
T T T T

=0

Cyclede Carnot réversible d'un gaz parfait

Le g/cle dant réversible, on peut le représenter dans le diagramme (P, V). Il est constitué de
deux adiabatiques (AD et BC) et de deux isothermes a Ty et Tp, avec T1 > To, ce qui est

nécessaire pour avoir un cycle moteur: le o¢/cle et parcouru dans le sens ABCD,
w :f - PdV est <0, le g/cle est bien moteur.
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IlI.4.Remarque

On peut paver un cycle réversible quelconque de ocles de Carnot réversibles
élémentaires (il vaut mieux éviter les zones de pente positive pou la plausibilité de
I'nypothese de réversibilit &...)

PA
>V
Pour chaque o/cle démentaire, %+% =0. Le bilan global sur tous les cycles
1 2
condut &
Q_
T

oQ

guel que soit le gycle de départ, ce qui exprime bien que T est une différentiell e totale.

Dans ceteintégrale, T est atout instant égale alatempérature du systéme.
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COURSVII. Semond principe

|. Rappels

I.1. Quelques commentaires

Fondamentalement, le @ntenu du secnd pincipe et que pou un systeme isolé,
I'entropie de cnfiguration de toute variable interne est maximale al'équili bre. On avu gue ce
critere permet de prévoir |'évolution dun systeme isolé apartir d'un état initial donrg, que l'on
peut du pant de vue statistique interpréter comme une @nfiguration particuli ere du systéme.

ASp=0

L'égalité arrespondau cas ou le systeme reste dans la wnfiguration la plus probable,
dorc al'équili bre. Cela n'empédhe pas les échanges a l'intérieur du systéme, mais il s doivent
étre réversibles. On peut donc considérer des transformations a l'intérieur d'un systéme isolé,
et c'est ceque I'on fera systématiquement dans la suite.

[.2. Principe du travall maximum
L'idée et de fare travailler un systeme Z lié aun gdston et a un thermostat a la
température Th. On sait bien gue les cycles monahermes ne sont pas moteurs. On considere
donc deux états d'équili bre différents 1 et 2. Donc U1, Ua, Sq, Sp, sont connws. Ce que l'on re
conreit pas, c'est, dans Uy - Uy, lapart relative de W et Q. On veut que - W soit maximum.
Uz-Ur=W+Q S-3512Q/ Tih

-W=Q-(U2-U1) <Tth (S2-S1) - (U2- V1)

Le travail maximum corresponda une transformation réversible et séait:

(-Wmax =Tth (S2-S1) - (U2-U1) =-A[ U - TS|

Comme la transformation est réversible, la température T du systéme est définie &
égale aTin.
LafonctionU - TS sidentifie, en cas de réversibilit € alafonction détat F=U - TS quel'on

appelle énergielibre. On vait pourqua.
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Il . Relations thermodynamiques

Il .1. Relations de Maxwell

Elles résultent de la relation 6Q = T dS, vaable pou des transformations
infinitésimales réversibles. En éaivant I'égalit € des dérivées mndes croisées dans dU, dH et
dF, on oltient:

OTO P DTo _ VE 9SO _ PO
vy [psh, Py UasCh v DT,

Il .2. Autresrelations

En jouant sur les diverses expressons de 0Q, on pourra mortrer:

(42
=720 - 2P0 DD o Ph
v - ! 0eTQ, Tov Or ! T,

Applicéion: Cy ne dépend pasde V lelong dunisotherme de van der Wads.

II.3. Troisiéme principe, principe de Nernst

L'entropie de tous les corps a I'état cristallin Sannue aveclatempérature. (laprédsion
de "I'état cristallin" exclut les systémes bloqués hors d'équili bre omme les verres, et le ca de
I'nélium superfluide). On peut alors en principe cdculer explicitement par intégration la
valeur de S pou un systeme donré. En termes de statistique, dire que S = 0 signifie quun
systéme n'a quun seul microétat a température nulle. En fait, la mécanique quantique nous
indique que le systeme est alors dans ©n état fondamental. Cet état peut étre p fois dégénéré,
mais p <<< Na.

Il . Application: rayonnement du corps noir

[l .1. Rayonnement thermique
Dans un systéme dense, il y a un coudage fort de tous les niveaux d'énergie, le spedre

d'émisgon (et d'absorption) ne dépend dus de la nature chimique du systeme, mais sulement
de la température. Ce spedre est étudié en cours de Mécanique quantique. Ici, nous alons

35



36

considérer la thermodynamique du gaz de phaons corresponcant a un tel spedre d'émisson.
C'est ungaz un peu particulier: lamasse m des phaons est null e, leur nombre N n'est pas fixé,
et il n'y apasdedistribution dumodue de lavitesse, qui est égal a C pou tous les phaons.

Il .1.a.Photons de fréquencev donnée

IIl'y an phdons par unité de volume, I'énergie par phaon est hv, I'impulsion p=hv / C, la
densité d'énergie est nhv. Le cdcul de la presson est analogue acdui du gaz parfait, mis a
part la distribution dumodue de la vitesse. On nde 6 I'angle d'incidence sur la paroi x = 0
(angle avecl'axex).

Impulsion transféréependant At a une surfaceS de paroi Ap:

2
Ap = (SAt) nhv J’coszesine do :—;(sm) nhv
0=0
b= nhv _ Uy
3 3

II.1b. Somme sur lesfréquences

Les contributions sont additi ves. |1 vient:

4 = i ouencore PV = E
3 3V 3

Pour le crpsnair, u re dépend quede T. Donc U = u(T) V
[l .2.Fonctions d'état

On utili seles expressons de |

_p, U0 _ L OPO
I_P+D0VDT_TEBTE{,
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pou obtenir la relation dfférentielle dju = 4d—_|T, qui condlt au = ar4, relation ce Stefan.

Onentire:
U=avT4 S=(4/3) avT3 F=-(U3)avT4 G=0
ou G, fonction enthalpielibre est définiepar G=F+PV =H-TS

Le résultat G = 0 est remarquable. Il est & rapprocher du fait que le nombre N de
phaons n'est pas fixé. On nen drapasplusici.
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COURSVIII . Distribution canonique

|. Rappel sur ladistribution microcanonigue

I.1. Ensemble microcanonique

C'est I'ensemble statistique du systéme isolé al'éguili bre, le seul quon sache traiter
diredement par la statistique puisque les microétats ont équiprobables. Ced étant, onavu
quil éait possble de sintéresser a cequi se passe al'intérieur et de discuter les propriétés
d'une partie Z d'un syteme isolé que I'on ndera 2.

Les raisonrements s font sur l'entropie de cnfiguration Sp(x) du systéme isolé
lorsgue I'on considére une variable interne X. On se rappell e que Somax(X) peut étre mnfondu
avec .

|.2. Relation avecla thermodynamique dassque

Elle a ééfate dans|e ca du gaz parfait.

Evolution spontanée du systeme isolé a partir d'un état initia: ASy > 0 (on enléve une

contrainte interne). L'égalité mrrespondalaréversibilit é.

Relation avec les variables du premier principe: le systéme 2 est lié aun pgston sans
frottement (qui fournit W), et a un thermostat a température Ty, (qui fournit Q), le tout

congtituant Xo.
ASy > 0 conduit aAS> Q / Ty, avec @alité pour une transformation réversible. En pratique,
on travaillera souvent sur des variations infinitésimales. dS > 6Q / T, , €, en cas de

réversibilité, dS=0Q/ T, car latempérature du systeme est alors égale a cé e du thermostat.

|.3.Casparticulier

On suppase que g est congtitué d'un systeme Z reli é seulement a un thermostat. AlorsW =0
et on aimmeédiatement, pou |'évolution sportanéede I'ensemble: AS> Q / Ty, avecQ = AU,
dorc finalement: AU-Ti AS< 0. Le critere d'évolution sporntanée orresponda:

AU-TihS <0

ou Ty, n'est en général pas la température du systeme. Donc U-Ty, S n'est pas une fonction
détat de 2.
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Il . Distribution canonique

II.1. Ensemble @anonique

C'est I'ensembl e statistigue du systeme en équili bre avec un thermostat. Comme il y a
équili bre, la température du systeme est cdle du thermostat, elle est imposée Il y a édhange
d'énergie avecle thermostat, I'ensemble constitue 2. Il N'y a pas échange d'énergie mécanique

ni échange de particules avecle thermostat. Les variables définissant Z sont dorc:
T,V,N

II.2. Propriétés gatistiquesde Z al'équilibre
A I'équili bre

DoSp _HoSwH. 1 _1
Uy DUpO Ty T

On sintéresse aix valeurs possbles Ej de I'énergie du systéme 3. On a noté U la vaeur
d'equilibre qui est la moyenne des Ej. L'énergie du systeme 2 est une variable interne du
systeme 2o et définit une configuration e cesysteme d'entropie So(E;).

So(Ej) = S(Ej) + Stn(Eo - )

Le thermostat est une source, dort I'énergie doit étre trés supérieure a cde du systeme Z. On
developpe Sih(Eo - Ej) en:

0 E;
SnlUo - E))0Sn(Uo) - E; BB =50~ 2

j
|:Buthlq‘Jth:UO
d'ou la probabilit & de I'énergie Ej
EJ
T S(E,
Qo (E; Q(E;) e kT ==
P(E)) olEp) __AE) = avec Q(Ej)=e K
zﬂo(E ) [
E; ZQ(Ej)e KT
E
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Q(Ej) est e nombre de microétats de > ayant I'energie Ej. En effet, lorsque Ej est donrg, on
sait raisonner sur = qu est isolé. On peut dire que I'état d'énergie Ej est Q(E;) fois dégenéré.
La probabilit € d'un microétat de > ayant I'énergie Ej est B . On ndera par convention z la

EJ'
somme sur les énergies et z la somme sur les microétats.
{1}
E _E,
e kT e kT
Py = E, E
= =i
) e kT KT
ZQ(EJ) e Z e
E, {I}

On vait que les microétats de 2 ne sont pas équiprobables, leur probabilit & dépend de leur
énergie. Le dénominateur, qu joue ici le réle que jouait Q en microcanonique, sappelle
fonction ce partition et est noté Z. Nous ne I'utili serons cette aanéeque mmme intermédiaire
de cdcul et notation commode.

E E;

—— J

Z=3 QEje kT =% e KT
E, {i}

II.3. Formules utiles et remar ques

On nde souvent 3 = 1/KT. L'énergie moyenne U de X séqit:

EJ EJ
_1 7 o L i o1 -8, _ dlogZ
U=EZEJQ(EJ-)e —EZEje —EZEje =" o8
E, {1} {1}

Si le systeme X est constitué de N systemes éémentaires identiques, on peut
considérer qua I'équilibre chaaun ce ces gstemes est diredement coudé au thermostat. Ils
apparaisent comme indépendants. Il y a fadorisation e Z, Z = zN s les gistémes ot
discernables, et on dvise par N! dans le ca contraire. En fait, beaucoup s problémes
rencontrés cette annéeseront de cetype, et ontravaill era dors sur un systeme démentaire.

Il .4. Relation avecla thermodynamique

Pour les grands g/stémes, onidentifie valeur moyenne & valeur la plus probable.
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LogZ = Log (terme le plus probable) = Log [Q(U) exp -(BU)]
cequi condut ak LogZ~=S - U/ T, soit, enintrodusant F=U-T S
F=-k LogZz

Si I'on souhaite revenir aux microétats, il vient:

O E O 0O _EQ
F =-k Log % Q(Ej) e KTO= -k Log e kKT
| B
Ej
e KT
Pj=——¢ on voit que S= —kz P, LogR
3 o KT {i}

Du point de vue thermodynamique, le systeme lié a un thermostat évolue
sportanément en minimisant la fonction U-Ty, S. A I'équili bre, cette fonction devient la

fonction détat F = U-TS qui est obtenue expli citement dans |'analyse statistigue.

On remarquera que pou le systeme isolé on sait cdculer S, qu apparait comme fonction e
U, V, N. Les autres grandeurs sen déduisent.

Pour le systéme en équili bre avecun thermostat, onsait cdculer F qui est fonction e T, V, N.
Les autres grandeurs, dort S et U, sen déduisent:

dF=-SdT-PdV +p dN

ot U=F-T20 -1 iT

=TT, wis)

Fo
Ur L,
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