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CHAPITRE |

Eledrostatique @ magnétostatique;
lois élémentaires ; équations de Maxwell danslevide

Attention : ce dapitre est en principe mnnu des éudiants qui ont suivi un Deug dont la
finaité éait la physique ; quand hien méme ils n"auraient pas étudié “ I’ éd edromagnétisme dans
le vide” le contenu e ce texte , et I'aide des TD sont suffisants pour qu'ils prennent
connaissance des résultats et des théorémes sans avoir recours ad’ autres livres

Existencede dhargesisolées
= exemples

L’ existence de charges éledriques ponctuelles, stables, est le fondement de I’ é edromagnétisme
clasdque ; on lesrencontre “ aacrochées” a des supports matériels : cheveux , chiffons, nuages
interstellaires , conducteurs, ecrans .... ; elles constituent , & une édtell e microscopique , atomes,
molécules, noyaux ...; onlesnoteraq ou g; au pointr; . Leur existence révéle en méme temps
I’ existence de “ champs” appelés éectriques . En physique moderne € des particules , la charge
se onserve auss danstoutes les interadions, au mémetitre que I’ énergie.

= existence de champs électriques E ; caracteres de cette grandeur vectorielle

On connait la notion de force et sa “ propriété” d étre un vecteur . La relation suivante
définit un champ , une fois admis I’ existence de charges ; elle montre que charge @ champ sont
deux grandeurs physiques distinctes : on peut manipuler des charges dans un méme champ ou
appliquer différents champs a une méme carge .

Laforce F appliquée aune charge g placée ai point M ou regne un champ E(M) est donnée par
larelation vedoriele:



F(M)=qE (M)

Cette relation met en correspondance des grandeurs mécaniques et des grandeurs électriques .
C’est une relation entre vedeurs . La charge g a un signe qui est soit positif ( cation , noyau ,

proton .. ) soit négatif ( dedron g=-1.6022 107 °ch, ...)

Champ créé par une charge démentaire

Inversement , une charge q placée al'origine des coordonnées produit un champ E(M) en
M ; onrévele |’ existencedu champ , son intensité & sa direction en mesurant laforce F'(M) = Q'
E(M) quesubit en M une chargetest g

; on
distingue dans la formule les aspeds : géométrie ( symétrie dans |'espace: symeétrie sphérique ),
mili eu intermediaire (le vide ici caractérise par la constante physique €y ), la dharge q pacee a
I'origine, le point r =M ou l'onmesurele champ éledrique E (r) .

On retiendra que le module du champ varie omme r ~ ; c'est laloi élémentaire de Coulomb .
1 r 13 ” H At
=q — = Le rapport est une “ grandeur ” qui caradérisele
E(r) =g Aty o’ €\
milieu (ici levide) dans lequel est placée la charge q ; le fadeur

numérique 4 TT tient au choix du systéme d'unités . La valeur de
gg est, dansle systéeme MKS : 8.854 107(-12) farad/m ( F/m) ; on prendra souvent comme

approximation : 41t €4 = 10(-10)

= ligne de champ dansle ca d'une seule charge

On appelle "ligne de champ" une ligne telle qu'en tout point M de la ligne le champ
électrique E( M ) mesuré au méme point lui est paraléle ; dans le cas présent la symétrie
sphérique de la dharge @ de I'espace entraine que toutes les lignes de champ soient des droites
qui passent par cette charge . Ces lignes de champ sont orientées dans la diredion opposée ala
charge si cdle d est positive.

Principe de superposition
= dans le vide il y a addition vectorielle des champs créés par plusieurs charges

ponctuelles ; on retiendra que cette loi de superposition ( ou d'addition ) n'est vraie que dans le
vide, par opposition au cas d'un diélectrique qui feral'objet d’ un chapitre ultérieur .



= on gnéralise laloi de Coulomb en I'éendant au cas d'une distribution continue de
charges ; ( densités volumiques, surfadques, linéaires )

W) ™o l(r-))®

Cette e&presson vedorielle donne le champ créé e r par une densité volumique de dcharges
p (r' ).Lintégration s éend au volume fini ou infini ou existe une densité de darges ( sous
réserve qu’au point r’ il n'y ait pas une densité infinie de charges afin que l'intégrale précédente
garde une définition mathématique simple) .

= premier exemple traité extensivement : le dipdle dectrique

On appelle dipdle dectrique I'association de deux charges de signes opposés +q et -q
placées aunedistance d fixel'une del'autre .
Lasolution dun probléme de physique, en particulier le @cul du champ produit par une densité
de charges, commence toujours par |'étude de la symétrie ; ell e permet trés ouvent de simplifier
les cdculs ; plus généraement le principe de Curie assure que les "effets' ( le champ créé) n'est
pas moins symétrique que la cause ( ladistribution de charges) . Pour le dipdle on distingue les
"opérations de symétrie géométrique" suivantes : rotation autour de I’axe du dipdle , symétrie
dans un plan contenant |’ axe du dipdle , symétrie par rapport a un pan perpendiculaire au dpdle
et passant par son centre ; la mnnaissance de ces ymétries permet de faire un choix de variables
plus smple, et de vérifier , tout calcul fait , que le champ dbéit bien aux lois de symétrie repérées
; pour le dipdle, agrande distance (d<<r ) le acul se simplifie encore quand on procéde aun
développement limité.
Onpose:p=qd al g est lacharge positive ; d est la distance entre les deux charges ; p
s appelle le moment dipolaire ; il est orienté de la charge négative versla charge positive.
En coordonnées shériques on dbtient lestrois composantesde E (r)=E (r, 0):

_ __1 psind _ 1 2pco®
B (=0 B2 g 5 £ ()= 4 =5

L’ éudiant feral’ exercice qui consiste a édre cerésultat en coordonnées cartésiennes .

= deuxieme exemple : champ produit par une densité linéaire A de dharges a une distance
r d'unfil : casdufil infini , mince

= troisieme exemple : champ créé aune distance r d'un plan infini portant une densité de
charges surfadque uniforme o.

Propriétés du champ éectrique



= définition d une ligne de champ; appliquer aux exemples précédlents
= premiéres équations de Maxwell dans le vide :

- propriétes“ locales” ;

On appelle “loi locde” une expresson , différentielle ou non , qui relie des grandeurs en
un méme point de I’ espace de @nfiguration [ I'espacede cnfiguration est un espacedont la base
comprend |'ensemble des paramétres qui caractérisent I'état du systéme : pour un gazde lathéorie
cinétique I'ensemble des coordonnées r et t de chague moléaule ; pour I'éledromagnétisme &
seral'ensemble r,t relatif aux deux champs couplésE (r,t) et B(r,t) ]. L'exemple deloi
locale le mieux connu des étudiants est laloi de la dynamique d'un point matériel .

Le rotationnd et la divergence de E sont nuls en tout point r ( sauf al’origine) pour le champ
créé par une seule charge placéeelleméme al'origine car  on démontre directement que pour
r£0:

D.(rLS): 0 etrot(r—ra):o

L e théoréme d’ additi on entraine que s relations ont vraies auss pour une @llection de charges
ponctuelles , pourvu qu’ elles dient placdes en des points distincts du point M ou |’ on exprime la
relation locale; il enrésulte gu'entout point M ouil n'y apas de charge:

rot(E(M))=0 e div(E(M))=0

Ces deux relations vectorielles , soit quatre equations ( 3+1) , constituent les lois de Maxwell , en
unpoint M , danslevide (laouil n'y apasde charge) .

- propriétés“ globales”

On appelle loi "globale” une loi qui relie des quantités intégrales entre dles ; un exemple
simple est le suivant : deux particules qui font un choc conservent I'énergie totale , quel que soit
le type de dhoc ( élastique ou pas) et quel que soit |e nombre des produits de laréadion .

: premiéreloi globale :
des résultats mathématiques généraux , sous réeserve de régularité des fonctions , permettent
déaire:

J'(S)rot(E(M))° ds(M) =0 U J'(C)E(M)° dM =0

en somme , la circulation de E sur le contour ( C) fermé ( théoréme de Stokes ou théoréme 1
dans lasuite ) est null e ; cette conclusion résulte de la propriété du rotationnel d'étre nul partout .
: deuxiemeloi globale:

[dv(E(M))dv(M) =0 O [E(M)+ds(M) =0=@Q(
(V) (S)



(P (S) est par définition le flux de E atravers une surfacefermée (S) ; il estnulici si le volume
délimité par la surface (S) ne contient pas de dharge ( théoréme d’ Ostrogradski ou théoréme 2
danslasuite).

Dans les deux formules ds (M ) est un éément de lasurface S compté perpendiculairement &
la surface au point considéré M et orienté par convention vers |'extérieur du volume délimité par
(S); dv(M) estunéément devolume, centré en M .

= lois de Maxwell et théoréme de Gauss ; expresson plus générale des lois de Maxwell

On se place ici dans une situation qualitativement diff érente de clle déaite précédemment : on
veut examiner ce que deviennent les équations de Maxwell en présence de charges al’intérieur du
volumeV limité par lasurfaceS ; en procédant par étapes on a successvement :

- cas des charges ponctuelles

1
(S)= —
¢ (E ) ‘.
C’est la premiére forme du théoréme de Gauss; elle donne le flux de E atravers une surface (S)

quelconque , fermée , contenant des charges ponctuelles ¢, ; ce théoreme résulte d’un calcul

préalablement effectué pour une seule charge , entourée par une surface S qui est une sphére
centréesur la charge ;
- premiéres|oi de Maxwell : générali sation a une distribution continue

rot (E (M))=0

p (M)
€0

div (E (M )) =

On démontre directement la deuxiéme loi de Maxwell (loi “ locale” ) en un point M ou existe
une densité de dharges volumique p(M)
- théoréme de Gaussdans le ca d’ une distribution continue

Idiv(E(M ))dv(M ) =

(V)

p (M) _
dv(M)DO  [E(M)e ds(M) = Q)
(v) %o (s)




Cette formule résume le “fameux” théoreme de Gaussrelatif au flux de E a travers une
surface (S) fermée cntenant une densité de charges ; sous cette forme, ¢’ est une extension
en vertu du théoréme d addition , de laforme qu’il prend pour une charge ponctuelle .

= exemples d application du théoreme de Gauss

- exemple de la ligne uniformément chargée ; densité linéique A ; cacul du
champ créé aladistancer delaligne;

- exemple de la sphere uniformémeént chargée en volume ; champ al’intérieur et &
I’ extérieur ;

- exemple du plan uniformément chargé de densité surfadque = o ; calcul du
champ aladistancer du gan;

0
r

E =
(D=5

- remarques ala suite de es exemples
Il est interessant de noter que le champ produit par un plan infini ( dimensionalité deux ) , chargé

uniformément , varie aladistancer du pgan comme (r) ;
: le champ produit par une ligne infinie ( dimensionalité un ) chargée uniformément varie omme

-1
(r) . L
: le champ produit par une charge ponctuelle varie aladistancer comme (r) :on peut direde

cette charge ( ou un groupe de charges dont la somme dgébrique est non rnulle) que sadimension
est z&o car elle est localisée.

. enfin pour un dpdle le champ varie a grande distance r comme (r) 3 . sa dharge totale est
nulle mais elle est fradionnéeen deux éléments, positif et négatif , placés a distancefinie I'un
del'autre.

- remarque “ mathématique” ( voir auss cours de maths)
Onl'anoté, laquantité div(E) estnullepartout ouil n'y apasde charge ponctuelle; ainsi
le théoreme de Gausspeut auss s éaire, quel que soit levolumeV :

I [ z div (E(r) )] dv(r ) = 0 s (V)nentourepasla darge ponctuelle
(V)

= 1 s (V) entourela dharge ponctuelle

Selon cette présentation , la quantité entre aochets n'est autre que la distribution & (r ) a
trois dimensions que , par abus de language , les physiciens nomment fonction & (r ) avecla
propriété :

If(r )3 (r-rg)dv(r) = f(rg)

(V)



En vertu du méme aus de language , on dira que la densité de charge asciée aune charge
ponctuell e q placée al’ origine des coordonnées , est :

P(r) =aqo(r)
Potentiel dectrique
= définition du potentiel électrique

- définition mathématique :

E(M)=-grad(V(M)) =-0V(M)

C'est I'expresson du potentiel éledrique V exprimé ai point M ; V est une grandeur scdaire
il est défini a une mnstante prés mais il en résulte le méme champ ; la cnstante que I'on peut
vouloir gjouter a cepotentiel a donc une valeur dont on peut convenir sans contrainte ; souvent
on dit que la "masse éectrique”’ est au potentiel nul ; elle joue le rle dévolu au réservoir en
thermodynamique et peut fournir a un systéme en contact électrique avec elle des charges sns
changer son potentiel V=0.

- propriété globale : circulation du champ éectrique d’ un point a un autre :

B

[ EM). dM =V (A)-V(B)

Cette expression ne résulte que des propriétés mathématiques de la fonction " gradient " ; la
constante que I'on peut vouloir gjouter au potentiel disparait dans cette expresson .

- propriétélocde: loi de Maxwell ; laplacien du potentiel : loi de Poisson
En combinant la divergence du champ et la définition du potentiel on dotient laloi de Poisson:

p (M)

€
0
Gauss ; on a par conséguent :

dv(E(M))= On pourrait dire que cest la forme différentielle du théoréme de



Cest uneloi “ locade” vaable en un point M ou existe une densité volumique de dharges.

- potentiel al’infini ; commentaires

- remarque “ mathématique”
en se souvenant d une remarque prédable , dans le ca de la dharge ponctuelle, I’ équation de
Poisson montre que :

1

AV (r)=-—1ay8(r-rg)] =A[
0

on ohtient ainsi une ggalité entre deux distributions :

do 1 |
4t g |r - ro|

A ( = -4 d(r —rg)

)
|f‘fo|

= exemples de calculsde potentiels

- casd'une chargeisolée

- casd' ureligneinfinie chargée A aunedistancer

1
V(r)=- 41150 2\ Logr/a

- cas du dpdle: caslimite du potentiel vu al’infini ou a une distancer du centre ;
expresson du tenseur de champ éledrique ;

E(r) .
= - —_— L[] p
4
0

R __1 per
= 3(1_ 3 2) V(r)_4T[£ 3
r o

=
=

-

L’ éudiant cdculera, en coordonnées phériques, les équations donnant le potentiel et les lignes
deforced un dipble dedrique.

= potentiel et champ créés par une distribution continue de darges ; propriétés de
continuité



- expresson générale du potentiel

1 1
Vi(r)= p(r) dv (r' )
({/) an eq |r -r|

Cest la solution générale de I’éguation de Poison en I'absence de cnditions aux limites
imposees sur les bords du volume considéré  ; V (r ) est continu dans toutes les circonstances,
méme a la traversée d'une distribution superficielle de dcarges : c’'est une mnséquence
mathématique de laforme de I’ intégral e précédente tant que p ou o restent finis.

- démonstration

Pour ce faire on uilise I'égaité entre "distributions " démontrée plus haut en appliquant
I’ opérateur /A r aux deux membres de |’ expresson précedente din de vérifier que cete solution

satisfait bien al’ équation de Poisson:

1 1
Br V) =y, P o B g ()

- oy = s - e dver == 2O
=foyy PP S L Amd(r - )] dv(r )=-

0 0

- application au calcul du champ

0, (=—) dv(r)

_ , 1
0= Jovy P01 5 £0 -]

_ . 1 0 1 dv (r
_I(V)p(r)4ﬂ o r'(m) (r)

)

£ _ . 1 r-r 4 ,
(0 = foy P s TR )

champ créé e r par une distribution vdumique de charges ; le champ est continu en toutes

circonstances , sauf a la traversée d'une @uche de densité superficielle
suivants)

( voir paragraphes



- développement multipolaire d'une densité de dharges : applicaion au cdcul du
potentiel dansle @s de diverses gymétries

Energie dectrostatique

= énergie d'une darge dans un champ extérieur fixe .( premiére expérience
d' électrostatique)

On appelle “ variation d énergie dectrostatique” d une charge dans un potentiel extérieur
fixe la quantité d’ énergie , ou travail méaanique, qu’il faut lui fournir pour I’amener d’un point a
un autre .Si f(M) est laforce "exercée sur la darge par le champ extérieur , laforce etérieure
gu'un aceur doit "appliquer" pour ladéplace est (-f(M) ) ; son travail est :

ext
dWmeC = (_f(M)dM ): dUeI.Stat

On peut auss dire que cest la “variation dénergie interne” ou la “variation dénergie
électrostatique” du systéme thermodynamique ( ici la seule charge ) dans le champ extérieur.
Entre deux points A et B lavariation d énergie dectrostatique est donc :

B

AUglst =-0 [E(M)+dM =q(V(B)-V(A))=AU

Le travail total effectué sur une darge ai cours d'un circuit fermé est nul ; de méme, il
importe peu de mnnaitre quel est le chemin exad suivi pour aler deA enB .
Si V(A) =0, onadéfini “ I'énergie dedrostatique ”. de la charge en B dans le champ extérieur :

Uelst=aV(B).

= énergie d'un dpdle dectrique dans un champ extérieur ; actions mécaniques ( deuxieme
expérienced’ dectrostatique )

- énergie d'un dpdle dans un champ extérieur E (r)
Composeé de deux charges opposees tenues rigidement I'une avec I'autre , dans un champ extérieur

le dipble aune éergie dedrostatique qui peut ére clculéedirectement en utilisant le résultat de
la premiére expérience

10



U= ((Q)V(r)+(a)V(r+d)=ql. LV =-pE(r)

- forces "exercées' sur le dipdle par un champ extérieur ; forces "appliquées’ sur
un dipdéle pour le déplacer dans un champ extérieur

le travail (dW)gy; des forces appliquées au dipdle dans un déplacement-rotation élémentaire
dM-dQ esttel que:

(dW)ext =-dW =dU 4| 4t =-d (p.E )=-(p.dE + E.dp)

pour un dpdleindéformableona dp = dQ xp (rotationsimple)
et p.dE= LJ[(E.p)].dM (trandation densemble) ; ainsi

(@Wext =-U[(Ep)].dM -E(dQ xp)=-LU[(Ep)].dM -dQ. (pxE)

laforce "exercée" sur le dipdle au dpdle est donc : [ [ (E.p) ]
laforce "appliquée’ pour effectuer cedéplacement est : - LI [ (E.p) ]
le muple" exercé' dansunerotationdQ est:pxE
- S al'échéle du dipde le champ extérieur est uniforme , les deux charges
subiseent deux forces "exercées' en sens contraire ; seul un couple C est "exercé' ; C=pXE
ou encore C(0)= pE sin(0)
En raison de cecouple , I'énergie potentielle mécanique du dipble dépend de son arientation ;
lorsqu'un couple mécanique "appliqué’ travailleil échange del'énergie avecle dipble ¢ :
dU g 5t=-C(0) dB ; dont on déduit : U | &(0) = -pE cos(0)

son énergie dedrostatique est minimum pour =0 (alignement dansle champ )
= énergie interne dedrostatique d’ un systéme de charges

On uilisera le terme "énergie dedrostatique d'un systéme de dharges' pour désigner le travall
quil faut effeduer pour assembler les diff érentes composantes de ce systeme en les amenant
depuis I'infini , ou leur énergie interne est nulle , a la position qu'elles doivent occuper chacune
dandl’ état final .

- cas des charges ponctuelles ( troisieme expérienced’ éledrostatique )

1

1 dk Qi
U = — - ST
el.stat. 2 K

_ 1
4TE || rk = rl | 2 qu vk

= expresson générale de |’ énergie dectrostatique interne d’une distribution continue de
charges ; ( quatriéme expérience d’ éectrostatique)

1 1
Uelst= —— -llp (r1 ) p (r2) dv(ry) dv (r2)
4nso 2 |r1 - r2|

11



- expresson en termes de potentiel

1
Velst™ oy P (r V() dv(ry)

Cetteintégrale s @&end au seul volume ou il existe une densité de charge

- expresson en termes de champ éedrique

€
Uelst= — [E(r)+E(r) dv()

2 (V)

I"intégrale s éend atout I’ espace ou régne le champ .
Unités electrostatiques

L’unité de tharge est le Coulomb qui est auss le produit d' une intensité par un temps::

(charge) = (intensité de courant ) * (temps) 0 (Coulomb) = ( Ampére) * ( semnde)
Laloi de Coulomb et I’expressondel’ énergie d une charge donnent par ailleurs le rapport entre
force, charge, champ éledrique d longueur

( potentiel éedrique) = ( champ éledrique) * ( longueur ) = = ( énergie) * ( charge) -1
O  (Volt) = (kilogramme) *( metre) ~2*( Coulomb ) -1 * ( seconde) -2

On en déduit expérimentalement une valeur de € :

€ =8.854*10"-12 * ( Coulomb) "2* (seconde)"2* (kil ogramme)™-1* (metre)™-3

ou encore, de maniére ssimplifiée:

— =9*10"9
4TE

conducteur en eledrostatique ; équation de Poisson et conditions aux limites

= discusson physique relative ala surface d’ un conducteur

12



énergie potentielle

de la
lh Charge
métal
parfait /
vide métal profondeur
dans le
métal

= équili bre d’un conducteur chargé éectriquement ; équili bre dans un champ extérieur

- Définitions des grandeurs de surface : densité surfacique de charges
Pour un élément de volume quelconque , on définit sans ambiguité la densité de charges par
unité devolume p et laquantité de charges dQ dans un volume dv :

_ 4dQ
P = v

Pour un volume ABCDA’'B’C’'D’ découpé dans|’espacetel que dS est lasurface duvolume
et d sahauteur :
dv =dsdl

(voir figure 1 ci dessous)

13



dl

n'=-n
figure1
_ _ d4Q
p dSd = dQ > pdl_dS
d
S, endiminuant dl a dS constante d_(g reste fini , on a défini une densité de charges par

d
unité de surface o = limite ( d_(; ) =limite (pdl )

Bien entendu cette “ opération” n'a d’intérét que si la surface limite que I’on obtient quand d-
>0 présente une singularité : lefait d avoir une densité surfacique ; autrement :
limite (pdl ) ->0 etl'onrevient au cas d une densité de charge “ réguliere” .

- densité de dharge ala surface d’ un conducteur ; ligne de champ perpendiculaire a
la surface ; courants tangentiels nuls ; discontinuité des composantes perpendiculaires du champ
atraverslasurface
La démonstration se fait al’aide du théoréeme de Gauss; pour cda on examine le flux du champ
électique atraverslasurfacedu volume démentaire ABCDA'B’'C'D’ delafigure 2

14



surface
hachurée :

P

superficie

milieu 1

; lasurface de séparation des milieux 1 et 2 est chargée ; on a @nstruit le volume démentaire
de maniere a @ que I'interfacedes milieux 1 et 2 partage cevolume d reste toujours compris
dasonintérieur quand dl-> O .

Dans I’ utilisation du théoréme , le flux du champ a travers les surfaces latérales tend vers 0O
guand dI-> 0 ; il nereste que &lui atraversles deux grandes surfaces ds ; ( attention au sens
des normales sur chacune des cesfaces ) .

De I’ application du theoreme il résulte la premiere éguation de @ntinuité donnée d dessous ; la
deuxiéme résulte du théorémesur le rot (E) =0

o( M)
€0

n(M) e+ ( Ex(M) -E. (M) )=

n(M)x (E.(M)-E(M)) =10

15



Ces deux équations régisent la continuité de E a la traversée d une muche de densité
superficielle de charges.

Dans le s particulier de la surface d un conducteur , des raisons physiques imposent que
, dans le onducteur , le champ éectrique soit nul al’équilibre; onadoncE _= O ;ains , pour
un point M de la surface , mais juste al’extérieur , les composantes de champ paralleles a la
surface doivent étre nulles et cdle qui lui est perpendiculaire doit étre égale a la densité de
charge diviseepar € .
On peut d'ailleurs tenir un petit raisonnement qui montre que cechamp est le résultat , dans le

vide d’une moitié 5 du champ tota , I’autre provenant de toutes les autres charges du
30

conducteur

champ 3 créé en M par toutes les
autres charges
\\de surface

champ 1
créé par
la densité
superficielle
en M

+ champ

créé par B
la densité ,@Chom créé
superficielle YRar unfe autre charge

= desdrface
N

le champ total en M est la somme de
143 a I'extérieur du métal
et de 2+3 al'intérieur , ou il est nul

figure3

- cas particulier du conducteur creux ; c'est une autre mnséquence du théoréme de
Gaussquil n'y ait pas de champ al'intérieur d'un conducteur creux .
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conducteur creux champ &

I'extérieur
cavité

creuse

équipotentielle

= conditions aux limites imposees aux équations de Poison ; le potentiel doit obéir au
fat que la surface dun conducteur est une ejuipotentielle @ au théoréme des ééments
correspondants

lignes de champ

conducteur 2

conducteur 1

Les éléments correspondants sont
MN et M'N'; leurs charges sont égales

= solutions des équations de Poison en présence de surfaces conductrices;

On a é&rit dans les paragraphes précédents une solution formelle pour V( r ) dans un
espace infini quand il est engendré par une densité de charges quelcongque . Aprés tout , on
pourrait aussi adopter la solution formelle analogue :

V(r):_l Mds(r')

4T[£O(S) |r —r'|
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elle obéit bien &I’ éguation de Poisn et ell e satisfait 1es conditions aux limites requises (E (r

oV
)¢ = 6_ ). Mais il est difficile , pratiquement , de suivre ctte voie sinon dans quelques
n

circonstances ou la symétrie € la solution se “ devinent ” ( plan uniformément chargé ; surface
sphériqueisolée) .

Quelle procédure systématique faut-il utiliser pour déterminer des solutions qui obéi ssent
en méme temps aux conditions de surface éoncees ci desaus ? cest a dire dans un espaceinfini
ouil y ades surfacges chargées, conductrices, reliées a des potentiels diff érents .

- on montre d’abord que la solution est unique ; c'est un résultat général ( voir
théoreme de Kirchhoff dans le quatrieme dhapitre)

- que pour des surfaces qui ne s éendent pas jusqu’ al’infini , a grande distance, le
potentiel décroit au moins auss vite que Ur .

- apres quoi il est nécessaire de repérer la symétrie du probléme , et de chercher
des lutions générales de I'éguation de Poison qui satisfassent cette symétrie ( géométrie &
conditions aux limites) ainsi gu’ une bonne décroissance al’ infini

- la solution convenable est imposée par les conditions aux limites qui
selectionnent les solutions particuli eres dans |’ ensembl e précédent .

= exemple du cylindre dans un champ extérieur perpendiculaire ason axe

On considére un cylindre aeux, de surface métalli sée, infiniment long , d’'axe z derayon R ; un
point de la surface du cylindre est donc repéré par ses coordonnéées cylindriques : (R, ¢ ,2) ;
de méme, unpoint del’espace etrepérépar (r,¢,z); ce glindre, relié ex permanence aun
potentiel nul , est placé dans un champ éectrique extérieur E,, uniforme , dirigé
perpendiculairement a son axe z; I’angle ¢=0 correspond al’ orientation duchamp extérieur :

Eo (r.¢,2)=E,

On demande de cdculer le champ éledriquetotal E(r, ¢ ,z) entout point del’espace, et la

répartition des chargesinduites sur lasurfacedu cylindre.

. symétrie du probleme:

comme il y a invariance par trandation du systéme le long de I'axe z il n'y aura aicune
dépendance du pdentiel , du champ tota ou de la répartition de carge en fonction de cette
variable; le plan $=0 passant par I’ axe du cylindre seraun plan de symétrie pour le systéme total
: cylindre + champ extérieur ; une fois le alcul terminé on vérifiera que la solution obéit & s
symétries.

: I"équation de Poisson porte donc sur le potentiel total V. (1, ¢ ) qui se décompose, comme
le champ , en une antributiuon provenant des charges réparties sur le g/lindre: V. (1, ¢ ) et

en wne autre, le potentiel extérieur V . qu'il estaiséde aculer :

Viei(r.9)=-rcos(d)E,
en coordonnées cylindriques I’ équation de “Poisson s écrit :
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10 0 1 9 0°
A V , = -— — r' — + — — 4+ — V , = O
Ve (R®)IEL(E 5 (rgm)+ 53 + 57 1Vr(ne)
la solution la plus générale de cette éuation est bien compliquée , mais la dépendance e cos(¢)

du potentiel extérieur invite achercher une solution en cos (¢ ) ou les variablesr et ¢ seront
séparées (comme dans |’ équation différentielle) :

n
Vi(r,¢)= %anr cos )

lesinconnues ont les coefficientsa e laou lesvaleurs de n posshles;
en reportant dans |’ équation de Poison on voit vite que I’ on est contraint a satisfaire :

2 n
%(n -1) a, r cos@) = O

cequi oblige a toisir nécessairement a doisir n=1 aun=-1 ;

a I'extérieur du cylindre la solution n = 1 convient : ¢’est méme la contribution du potentiel
extérieur ; mais n=-1 convient aussi , car cette solution remplit la condition que les charges
réparties aur la surface ne peuvent donner un potentiel croissant avec la distance r quand r tend
vers!’infini ; aing la contribution die aux charges superficielles et le potentiel total seront :

V_ .=ar cos(dp)

surf™
VT(r,q),z):a/r cos($)-r cos(d)E,
la mnstante d’intégration est déterminée par la ondition aux limites : valeur du potentiel sur la
surface, soit :
Vo (R, ¢, z)=0

2
cequi entraine ssmplement que a= EOR et donc :
R2
Vi(r,¢,z)=(-r+—)E, cos(¢p)
r

on peut en déduire les valeurs du champ éectrique en tout point extérieur au cylindre ; on connait
dgala mntribution du champ extérieur maisil est utile de ladémmpaser en ses projedions

Erext=EgCoS(9) e Ego,=-Eysn(d)

le champ di aux charges £ @lcule apartir de

Veui(r.9,z)=—"E,cos(¢) avec r>R soit:
r2 ,
R R
Ereut(7:0.2)= 5 Egcos(®) & Eggu(r.¢,2)="5 Eqsn(e)
r r

: al’intérieur du cylindre on ne peut choisir lasolution n =-1 car celasignifierait qu’'au centre ( r
= 0 ) le champ ou le potentiel seraient infinis ; s mathématiquement c'est possble |,
physiquement , c’est interdit ; reste donc la seule posshilité n=1. Mais comme al’intérieur de
cette dectrode métallique le potentiel doit étre nul , on en déduit que le champ di aux charges
superficiell es est exactement opposé au champ extérieur ; larésultante des deux est nulle.
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: les conditions a la limite sur la surfacedu cylindre sont bien vérifiées : en particulier le champ
total tangent est nul

Ey T(R$,2) =0

la cmmposante r de e champ total pour r =R donne ladensité superficielle en tout point , soit :

o (R¢,z) = €y 2Eycos )

: conclusion : on comparera @ résultat avec céui d’une sphere métalli que creuse placée dans le
méme champ extérieur ; a moins que I’ étudiant ne veuille se lancer dans le cdcul de cenouveau
probléme par imitation avec cdui-ci .

= capacité

Les équations de I’ éledrostatique sont linéaires ; les potentiels sont proportionnels aux
charges, quell e que soit leur distribution ; s donc on a afaire ades conducteurs ( 1, ...j, ...) dont
la charge est Q; on est en droit d éaire:

Vi = Zpij Qj
i

Ces équations étant linédres et homogenes, on peut lesinverser et éaire:
Q= DGV
i

en faisant ainsi apparaitre les coefficients influence Cj; ; la cgpadté d'un conducteur est donc la

charge totae d’un conducteur lorsgu’il est maintenu au potentiel unité & que tous les autres ont
au potentiel nul .
Les mémes formules pour |’ énergie montrent que

1 n 1 n n
Uelst = _ZZQiVi = Ezzcijvi\/j
1 T 1

M éthode desimages

La “méthode des images” , s elle ‘est pas susceptible d étre employée e toute
circonstance, est un bon example pour comprendre les régles de I’ @dedrostatique ; a e titre, ce
paragraphe peut servir d’ exercice d' application pour les éudiants.

On emploie cette méthode lorsque I’ on considére une ou plusieurs charges ponctuell es au
voisinage d’ une surface de discontinuité ; ici il s agit de la surface d’ un conducteur ; on verra plus
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tard le cas d’'une interface entre le vide et un déledrique . Dans les cas “ pratiquables” , la
géométrie du systéeme suggéere que la surface conductrice peut étre remplacéepar une ou plusieurs
chargesfictives, ou “ images” , dont |’ effet est d’ assurer sur le lieu geométrique de la surface les
conditions imposees au champ éledrique dans la situation réelle . Ces images doivent étre placdes
hors du volume réel puisque lasolution de |’ équation de Poison dans le volume est imposee.

=casduplan

Un exemple ssmple fera cmprendre ce language . Soit un plan conducteur infini relié au
potentiel 0; aladistance D du plan on place une charge Q ; il n'est pas difficile de voir que si
derriere le plan on place une charge -Q aladistance D on reproduit une distribution de dhamp
électrique qui satisfait aux conditions aux limites sur le mnducteur ; la force de Coulomb qui
attire les deux charges Q et -Q est identique acelle qui attire la charge Q vers le plan
conducteur .

= casdela sphere

Un deuxiéme exemple , classque lui auss , est le suivant . On considere une sphere de
rayon a , métallique, reliée alamass ; on approche aladistance r du centre une charge Q
; on demande de @lculer le potentiel en tout point de |’ espace d la dharge sur chaque dément de
surfacede la sphere .

Il est évident que par symétrie la direction r =r n devra porter la ou les charges
“images” ; supposons qu'il N’y ait besoin que d' une seule dhargeimage Q' , aladistancer’ du
centre; en un point R=R u extérieur alasphere e potentiel serait :

1 Q. 1 _Q

V(R) =
(R) 4Teg [R-1| 4mEg|R-T'|
1 1
V(@ = Q + Q
4o a{u—nﬂ 4T pln—y2
rl
Si I’on veut que ce potentiel soit nul il faut a la fois : %: —% et éz? Ce sont deux

équations qui déterminent Q' et r' . On sait aors calculer la densité de charge en un point
guelconque de la sphere @ laforce d' attraction de la sphere sur Q . On demande aux étudiants de
résoudre le méme probléme en imposant cette fois que la sphere soit aun potentiel fixe U .
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