le dipble magnétique; circuit dedrique dans un champ magnétique ; travail desforces
= moment magnétique d' une spire

On cherche ici a cdculer le dhamp créé par une petite spire drculaire plate , parcourue
par un courant | , placé al’ origine des coordonnées ; un point de cette spire est noté r’. Comme
dans le cas du dpble électrique , on se place loin de I'origine , a une distance r , avec
| r ] << |r| . On cdcule d'abord le potentiel vedeur aprés avoir utilisé la
formule de Taylor suivante :
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dans cette intégrale le premier terme est nul sur un circuit fermé (la spire); le deuxieme terme
del’'intégrale s exprime plus facilement en utili sant I’ égalité vectorielle suivante :
ax(bxc)=(a.c)b-(a.b)c

1
oul'onidentifie:ta = O(—) b= dr C = r  moyennant quoi :
r
1
dr (r.a)= - [d(r' (a.r)) +axdr x r']
2
Depluslagéométrie dablit sans peine que:
[(gr xdr =2ns

ou S est la surface de la spire , n la perpendiculaire a la spire ; de tous ces intermédiaires on
déduit laformule esentiele:

onpose: ISn=m ou m estlemoment magnétique ou "dipdle delaspire" ; soit encore:
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Cette formule est tres analogue a @le du dpble édedrique, sinon qu'un produit vectoriel
remplace un produit scdaire dans I’ expresson des potentiels respectifs ; pour ce qui est de la
dépendance du potentiel vecteur a l'infini de la spire , ele et identique acelle du potentiel

1
électrique engendré par un doublet de dharges éedriques : la décroissance et en — .De plusle
r
résultat n’ est pas dépendant de laforme exacte de la spire pourvu qu' élle soit plate .
Les composantes de B sont analogues a cdles du dpdle dedrique soit en coordonnées
catésiennes:

m 3z -r m 3zy _ m 3 zx
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: application numérique intelli gente : calculer le moment magnétique d'un atome d'hydrogéne ou
I'électron gravite autour du noyau sur une orbite stable d'un rayon de 0.5 angstrom ; puis a la
suite du prochain paragraphe, cdculer son énergie dans un champ extérieur de 0.3 T .

: montrer encore que pour un atome, si Q est la dharge et M la mass de I’ éledron qui gravite
autour du noyau sur une orbite stable , onrelie m a | le moment cinétique orbital par la
relation :

Q
m=—=1L
2M

Pour continuer laliaison avecle aurs d'introduction a la mécanique quantique , on verra
gue & modéle n’exprime pas le moment magnétique interne de I’éledron , ou « spin» ; il Sen
faut d’ un facteur légerement supérieur a2 si I’'onremplace L par S, moment cinétique orbital
de spin de spin ; cefadeur se nomme fadeur gyromagnétique g ; g=2,00232; c'est le résultat
d effets relativistes et quantiques

- on a eprimé le dipdle d’ une spire de courant dans un fil ; on peut généraliser
sans difficulté une formule analogue lorsque I’ on rencontre une distribution de densité de curant
existant dans un espace limité par une surface (S) et que I’on cherche cepotentiel vedeur a un
distance r>>r' . En effet si on développe:

1
Ir=r]

3 1+r.r' N
i R

A(r) :3—;’[ [%IJ(r' )dv(r')+(r—r3 .J'r') J(r) dv(r') +..]

On util se une astuce dutype:

0.(fgd) = g 0.(fJ)+ofl).J+ gJ.LKf
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or I'intégrale du premier membre est nulle pour une surface dendue al’infini ; comme par
aill eurs: [1.J=0 puisgue |’ on est en statique , on peut utiliser deux foislaformule:

s onchoisit f=1et g= x'; cdapermet de déclarer nul la premiére contribution a A(r)

s onchoisit f=x'; et g=X'j onen deduit :

1
A(r) = Z—?{ E%E% X J'[ rx J(r)]av(r')
cequi permet de géenérali ser lanotion de moment magnétique aune distribution de courant :
== "X J ") > Alr) =— —
m =2 [lrx3E)Tdur) M=72 =

= forces exercées sur une spire de courant placéedans un champ extérieur ( premiére
expérience magnétique )

- on placed abord ure spire quelconque de pourtour ( C ) parcourue par un

courant | dans un champ magnétique extérieur produit par des sources qui assurent que e champ
est constant quels que soient les déplacaments de la spire .
Pour un déplacament infiniment lent quelconque dM (r ) de chaque éément dl (r ) delaspire
de point courant r , il y a un travail desforces"exercées' delLorentz f(r ) qu'il faut équilibrer
par des forces "appliquées” extérieures [-f(r )] ; letravall méanique des forces appliquées
extérieures est dors:

(AW )=[-f(r)L.dM(r) = -[1 dI(r)xB(r)1dM(r)=-dW

Lesdéplacements dM(r ) éant effedués, le ontour delaspire est devenu (C') .

Il n’est pas difficile de voir que (dw?nxéc) peut se mettre sous une forme plus « physique » :

(dwhee) =-1[dM(r)xdi(r)].B(r)

ds(r)
(C)
di(r (C")
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ou le vedeur entre aochets est un éément de surfaceporté par un vedeur norma adM etdl en

r ; c'est lanormale orientée aune surface éémentaire délimitéepar les deux contours (C) et (C’

) ;ans (dw?nxéc) est proportionnel a [ dM(r ) xdl(r)].B(r) , quantité quel'on appellele

"flux coupé" lors du déplacement de la spire dans le champ magnétique etérieur ! :

t
(dwhmec=-! (d® coupe)= -dW

: rédproguement , les forces mécaniques , comme les couples, qui s exercent sur un fil peuvent
se déduire de lavariation de lafonction (d® coupé)

. autre remarque : les forces f ( r ) ayant toujours tendance a effecuer spontanément un travail
positif , si rien ne s oppose au mouvement de la spire , il y aura déplacement et déformation
spontannés de maniere a auigmenter le flux qui latraverse;

: derniére remarque : pour toute é/olution maaoscopique a ourant constant :

ext
(Awmec=-1 (A P)coupe:
en particulier , si la position initiale de la spire est infiniment éoignée de la source de dhamp
extérieur W?nxetcz -1 @ puisgueleflux danslapositioninitiale ( C) delaspire et nul .

= retour sur le" flux coupé’

- Soit un champ extérieur . Considérons une spire ( C) de surface (S) orientéepar le sens
du courant qui la parcourt ; voisin de cdle d , soit une deuxiéme spire ( C’') de surface (S) ,
parcourrue par le méme urant , qui se déduit de (C) par continuité : tout point M (r) de (C
) engendre un point M’(r’) de (C') desorteque:

M’(r’) =M(r) + dM(r)

Dans ce déplacement , les points du contour (C) ont engendré une surface (L) (lalettreL
est utiliséeici pour symboliser lemot « Latérale») dont I'éément d'aire est :

ds(r) = di(r) x dM(r)
ds est orientée par le sens du courant dI(r) et par les déplacdments éémentaires dM(r) ; (

voir ledessn ci desaus) .
On appelle « flux coupé » le flux du champ extérieur B atraverslasurface (L) ains orientée;

on adémontré plus haut que dWr%)étC = - d(Pcoupe-
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- Supposons que le drcuit (C) setrouve ai départ al'infini , dans une zone ou le champ
magnétique est nul ; le flux atravers (S) est nul ; puis on déplacele drcuit jusqu'en (C) : (S) ->
(S) ; il a engendré dans ce déplacement une grande surface latérale (L) .

En raison delaloi div( B )=0 leflux atraverslasurfacefermée d orientée (S)-(S)+(L) est
nul (onaprissoin de compter négativement lasurface (S') parce que le sensde sanormae est
déterminé par celui de (S) ).

Comme par hypothése le flux atravers (S) est nul , leflux coupé atravers (L) est égal au
flux qui traverse (S) .

= travail desforces éectriques

Mais dans une éolution rédle a ourant constant les forces mécaniques ne sont pas les
seules atravailler : lapile, elle aisd , doit « travailler » ; en effet si lefil se déplacededM (r)
en entrainant avec lui les porteurs de charge , dans le champ extérieur , ces charges ont
soumises a une force de Lorentz paraléle au fil qui devrait modifier leur mouvement et donc le
courant | ; afin d' asaurer sastabilité, lapile doit travailler « électriquement » .

On va montrer avec un modéle simple que dans cette transformation le travail éedrique
delapile dWg|o Qui assure un courant constant est tel que:

ext

lec = ~ dWmec

dWg
Soit donc un brin de drcuit que I’on déplace d’un quantité dM dans le sens des x croissants ; le
champ B est supposé perpendiculaire au plan du circuit ; | est lalongueur du brin déplacé, Sla
surfacede lasection droitedu brin, et n ladensité de charges g par unité de volume.

dwexl = - dDoupe= ~ | B 1 dM

Par ailleurs |e déplacement du brin se fait dansletemps dt et
dMm

dM = ——dt

dt

du fait de cette vitesse de déplacement parallelement a X, une force de Lorentz f | _ oyearcer

sexercesur chague porteur de charge dans une diredion antiparalléle au courant | .

B M
fel- exercee™ 9 B —5f
AB V entrainement
| f appliquée
e _ p dM/dt ___
»/ dm X
fel.exercee
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Or au repos, c'est adire sans déplacement du brin, les porteurs q se déplacent dans le fil avec
lavitese onstante  V o, desorteque:

Vengr, ansS = |

n est le nombre de porteurs par unité de volume ¢ Sla surfacedroite du fil .
Demander que | soit constant , cela veut dire qu'il faut appliquer a chague porteur une force
opposee af o) _ ayerce : €ll€vatravailler puisque g sedéplace: c'est I'origine de dWg o

dWgjec=(fel - exerce( SUr une charge)(déplacement dans dt) (nombre de dharges concernées) =

dM ext
(q B E) (Ventr.dt ) (nSD = 'dWmeC

ext
(dW electrique) = [ - (dWmec)]

Ains le travail total ( électrique +mécanique ) fait par les «forces extérieures» qu
s exercent sur ce seul circuit est nul .

Attention : ced est un hilan qui ne cncerne que la spire ; au cours de & déplacament les
sources de wurant qui imposent le camp magnétique extérieur constant ont peut étre
«travaillé» ; mais comme souvent en thermodynamique , on démupé ici dans « |'univers »
une petite partie : le "premier principe" a éé gpliqué alaspireseule. Bref , pour laspire:

ext
du=(dW)tota exterieur = (dWmec)* (dW electrique) = O

= énergie du dipdle magnétique dans un champ extérieur ( deuxieme expérience
magnétique )

On fait ici laméme analyse que dans le s du dpole dedrique.

Dans le @s particulier d’un dipdle magnétique indéformable on sait cdculer le flux P du
champ extérieur qui letraverse:

o = J’(S) B.ds desorteque :
(dwly=-1dP=d (-Bm) =aU

: ledipble ( m = constante ca I=constante ) tend donc as aigner lelong du champ extérieur ;
:il est soumisaun couple C=mxB;

. si le champ B '’ est pas uniforme il est soumis auneforce [LI(m.B)
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: dans le champ extérieur si aucune force mécanique extérieure ne s oppose al mouvement de la
spire on aseulement :

dUu=-d ( B.m)

cestadire: U=-B.m

aing la situation d’énergie minimum correspond au dpdle digné le long du champ magnétique (
comme e dectrostatique) ;

. plus généralement , pour un circuit quelconque , le champ extérieur tend a le faire tourner de
maniere a ceque le flux qui le traverse soit maximum .

Note essntielle relative atout ce paragraphe : I’énergie U que I’on vient de cdculer est
cdledu dipble dans le champ extérieur , a urant constant : m et B constants .
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