Potentielsretardés

Comment exprimer les lutions des équations de maxwell en présence des termes de
« sources » ( éguationsinhomogenes ). C'est I’ objet de ceparagraphe essentiel pour la physique .

= solution générde
- considérons d’abord le ca d une source ponctuelle q (t) placée al’ origine des
coordonnées ; pour tous les points, hormi |’ origine, et pour respecter la symétrie sphérique , V (
r,t) apour solution :

V(r,t) =Ur [h(t-rlc)+k(t+r/c)]

mais pour des raisons physiques, aun instant t donné, le potentiel ne peut dépendre que des
états de la source a des temps antérieurs ( postulat de « causdlite» ) ; on re garde donc , au
contraire des solutions mathématiques, que :

V(r,t) =1r h(t-rlc)

Pour déterminer lafonction h (t - r/c) il suffit de remarquer que |’ équation relative aVv (r
t) tend vers|’équation de Poisson s r tend vers O ; on doit donc identifier :

_ _ a1
V(r,t) =r h(t-rlc)= Ur h(t) =
4TE r
0

d’ou la solution du probléme aune source ponctuelle:
g(t—-r/c) 1
V(r,t) == ——— -
4TIE0 r

Plus généralement pour une densité de charges p (r , t) ( et en usant des mémes
arguments pour le potentiel vecteur ) :

1 r,t-|r-rjlc L

V(r,t= J’ P | lie ) dv(r ) :la quantité
4TE lr -1 | lr =1 |ic

est le temps

nécessire a la

H i(r ,t- -r |/
A(r,t)=—0 I i(r el rIC)dv(r') lumiére pour aller
4mn | r-r| de r en r(

propagation  de
«|"information »

) ; C'est pour cette raison que ces lutions s appelent « potentiels retardés » .
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: cesont les olutions particuliéres du probléme ; il convient de leur gjouter les solutions
générales des équations sans sscond membre .

= application au cacul des champs

Le résultat précédent peut sembler « bricolé» ; il ne I’est pas du tout ! ¢'est méme une
maniére dégante de cherher la solution dans le s des potentiels retardés . Cette maniére de faire
mérite méme d’ étre regardée d’ une autre maniere.

L’ equation différentielle alaquell e obéit le potentiel V (r,t) est:

(A—i" Wrt) = -0

€0

pour simplifier les écritures on écrira sa solution sous laforme :

V(r t) — 1 J‘[p(r t)]ret dv (r )

4T[EO

définissant ainsi par comparaison ceque I’ on appell e la densité de dharges « retardée» :

[p(r',t)]ret=p(r", t‘%l r—rl)

L 1 1
et letempst' =t o = t —Elr -r|

Par ailleurs , les équations complétes de Maxwell donnent I’ équation a laquelle obéit le champ
électrique :

1 92 _ 1. _1g
(8-353) EOD =~ (~Tp= 1

Comme dans I’ équation du potentiel , le second membre est une fonction de r,r' t ( t' =t o est

exprimé en fonction de aes trois grandeurs) . Il apparait donc licite d’ éaire que, par analogie, la
solution retardée pour le champ éledrique et :

1 1 1 ]
E(rt) = -0 dv(r’
(r.t) 4TEOJ'| LRz e V)

Il est dors instructif de transformer ce résultat pour bien montrer comment on extrait la
solution statique d et la composante qui dépend du mouvement des particules chargées .
II'y aune petite subtilité de cdcul cependant car O'[ f(r',t' )] et Z[C (I, t)] et
Lesensde [0 dansle aochet est : gradient pour r' et t' fixés ; lesensde [ hors du crochet
c'est lemémegradient maispour r et t fixés. Autrement dit :
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O p(r ,t)] et =[O p(r' t)]ret"'[ ]ret u) (t_'“_r )

1 1 1 a 1 -
=[Op(r, t)]et +[_‘?]ret =L r.
ot clr=r|

On peut reporter ce résultat dans la solution pour le champ électrique : en supposant que
seule une cdharge q est en mouvement avec la vitese v une situation que I’on commentera
ensuite on dbtient apres des cdculs fastidieux et sans grand intérét ici :

g Dr-r 0 9O0r-r 0 90 v OO

4%0%4!‘ I35t ot H<|r—r|25t cZot | r—r| Eetg

E(r,t) =

r—r

Y
Dans cete expresson on afait apparaitre le mefficient Kk =1-— ] |
clr-r

Le premier terme de I’ équation en E est tout simplement le terme statique ( lorsque v est
nulle ) ; les deux derniers qui contiennent une dérivée & temps , montrent que la vitesse &
I’aca ération de la particule joueront un réle pour engendrer une onde deaomagnétique lorsque
les particules Nt en mouvement par rapport a un référentiel fixe . Des formules plus
compliquées existent pour le ca ou la vitesse de la particule serait voisine de cdle de lalumiére
( cas du synchrotron )

L’ équation pour E est en somme une généralisation de I’ équation de Coulomb pour une
seule charge statique .

On sait écrire le champ magnétique B  produit par cette charge e mouvement |,
généraisant ainsi laloi de Biot-Savart .

uoqgﬂ/x(r—r)ﬂ 90 Wxr-r)o b
HKlr—rl?’Ht ot HKlr—rl2 HetD

B(r,t) =

Propagation des ondes éledromagnétiques danslevide

Le probléme de la propagation dune onde éectromagnétique dans le vide et certes
important pour le physicien ; mais , apres tout , la physique ne gouverne pas le monde ! en
revanche ce probléme a une importance décisive dans la vie pratique . La transmisson de
I"information , le flux de chadeur qui nous vient du soleil , la aiisson des ali ments dans un four
micro-ondes , la whérence de la lumiére des lasers et méme le dhauffage au feu de bois de nos
ancétres ont tous des phénomeénes qui « profitent » de la nature trés universelle d’ une onde
électromagnétique .

= le mntexte général
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Comme dans le @as d’un probléme de mécanique ( vibration du son dans un tuyau sonore,
pendule oscillant , ondes a la surface de I'eau , ..) , on se propose de chercher les « modes de
vibration » du champ éectromagnétique ; mathématiquement , ce sont toutes les lutions
indépendantes des équations-potentiel sans mnd membre ; physiqguement , chaaun de ces
modes peut étre excité d se propager indépendamment des autres ; on dit auss que ce sont des
«modes propres » .

Nous restreindrons notre anbition en nous limitant au cas du vide ( donc sans soond
membre dans les équations de A et V ) , infini ( donc sans conditions aux limites ) , sans nous
interroger dans ce paragraphe sur la nature ou sur les caradéristiques des charges et des courants
qui donneront naissance a ces ondes . Comme on I'a souligné on peut trouver des modes de
propagation en ondes planes , en ondes phériques ..... ; toute cmbinaison de aes Dlutions est
auss une solution . En raison de leur importance pratique on cherche d’abord ici les lutions de
type « ondes planes » ; d'aill eurs , quelle que soit la source qui leur donne naissance , tant qu’elle
a des dimensions finies , as¥z loin de la source, on peut toujours considérer les ondes planes
comme des bonnes solutions.

= solution en « ondes planes »

- L’espace éant isotrope , on ne perd pas de généralité en examinant une
propagation selon le seul axe X ; bien sir , E et B restent des vecteurs dont on devra trouver
I’ orientation par rapport a ce axe.

On adonc arésoudre le systéme d’ équations suivant :

O A(x,t)=0
O V(x,t)=0

On va pratiquer ce que I’on appelle une anayse de Fourier ; elle mnsiste a hercher les
conditions de propagation d’une onde sinusoidale plane de pulsation w ; c'est posshle ou ce
N’ est pas possble , mais s une telle solution satisfait aux équations précédentes cda prouve que
c'est posshle . Cela dant , nous chercherons a érire :

A =a cog gq(w)x-wt)] avec : q=(q,0,0)

Le probleme se ramene donc maintenant a trouver g(w) et a préciser l'orientation de a ;
I’amplitude de a restera indéterminée en module puisque I’ on résout des éguations homogenes ;
de méme on cherche:

V = v cos[gw)Xx-wt+@)]

Ces expressions font bien apparaitre w comme la pulsation de l'onde ; on désigne par n

un vedeur unitaire orienté suivant x ; il faut auss trouver @ et larelationentre v et a .
- premiére remarque

Cest le moment d appliquer ce que I’on a signalé sur la jauge de « Coulomb» ; en
I’ absence de sources extérieures on choisit div ( A) =0 & V=0 ; levedeur A est donc
perpendiculaire a q
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- résolution des éguations de Maxwell
on commence par exprimer les potentiels ; en reportant la fonction A dans n  équation

différentielleon a:

2
W

O A(x,t)=-a (qz(w) -7 )cos[g(w)x-wt)] =0
c

Puisgue |’ on ne peut choisir a=0 , ( souspeineden’avoir plusd’'onde! ) , cette &uation
impose: gq(w) =wlc ;cest cequel'on appelle une « relation de dispersion » ;
1 g (w) est levedeur d'onde @rrespondant alafréguence w ; il est proportionnel a w c'est-a
dire que les ondes ont « sans dispersion » ; ¢’ est une propriété du vide ;
. le vedeur d’onde dant orienté paralélement a n , les plans d’onde éjuiphases ont donc
perpendiculaires an ; les plans égquiphases sont séparés le long de x par une distance @ae a
217q : c'est lalongueur d’onde;
: lavitesse de s ondes, quelle que soit lafréguence, est « ¢ » ; elles % propagent donc toutes a
lavitese delalumiére.

- cdcul des champs et de leur orientation dans |’ espace

B sedéduit de A par larelation de définition

B=rot(A) =-(gxa)sn(gx-wt)

B est donc dansle plan perpendiculaire ax
: E provient de B par intégration sur le temps de I'éguation :

1 0E(M)
) —— =rot(B(M))=-(gx(gxa))cos(gqx-wt) ; soit:
0
c t CZ CZ
E=(gx(gxa))—sn(gx-wt) =-—q X B
W W

on en conclut que E est perpendiculaire aq et aB , qu'il est donc lui auss perpendiculaire ax ;

- caactéres de cette onde dectromagnétique plane
. il faut retenir que Cest une onde « polariséelinédrement » ; on entend par la que les champs
asociés ont des orientations fixes , perpendiculaires au vecteur donde g = g n ; cete
polarisation re diange pas d’ orientation tout au long de la propagation
. les expressions montrent que E est paralléle a a . On peut donc choisir le couple (E , B)
orienté cmme |’on veut dans le plan perpendiculaire a x pourvu que les vecteurs E , B , g
forment un triedre direct : on dt qu'il y a dégénérescence des lutions : dans ce plan on peut
faire tourner en bloc le cwuple (E, B) ; : on a dors une aitre onde , polarisée redilignement
dans une diredion dff érente .
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. le fait que les équations de propagation soient linéaires permet d’ affirmer qu’ une combinaison
linéare de sol utions est encore une solution de |’ équation d onde ;
: en additionnant deux ordes polarisées linédrement , on pourrait préparer une onde polarisee
«circulairement »

- reflexion d’ une plane sur une surface wnductrice parfaite
A supposer que I’on place un pan conducteur parfait perpendiculairement a une onde plane
incidente , comment se fait la reflexion ? les équations aux limites doivent étre satisfaites, c'est a
dire que le champ dectrique tangent doit étre nul . Il est aisé de voir que dans I’ onde stationnaire
qui seforme, champ éledrique & champ magnétique seront en quadrature .

= ondes phériques

La symétrie des ources ou des conditions aux limites impose parfois de dhercher des
solutions de symétrie sphérique ; on a fait alusion & e type de solution quand on a cdculé les
potentiels retardés ; on reprend ceprobléme en détail ici . L’ égquation relative au potentiel scdaire
s écrit en coordonnées phériques:

1% v(r, ] 1 9L V(r, 1]

1
r 6r2 c2 at2

C'est une éuation de propagation classque dont les lutionsen V sont :

V(r,t)=1Ur [h(t-r/lc)+k(t+r/c)]

. la premiere correspond a une onde s éloignant du point origine ( onde divergente ) et la
deuxieme aune onde cnvergente vers le point origine ;
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. physiguement si une source et placée al’origine et que I’espace soit sans bords seule la
premiére solution doit étre retenue ;

: que I’amplitude varie en 1/r est caradéristique de ces ondes gphériques ; leur intensité varie
donc en (1/r)2 cequi est ungage de mnservation del’ énergie;

: une onde sphérique sinusoidale est déaite par le potentiel :

V(r,t) = }cos(wt - kr+ ¢)
r

ou ¢ est une phase fixée par les conditions a I’ origine ; k est le vedeur d onde ; les ondes ont
sans dispersion , comme les ondes planes .

propagation del' énergie électromagnétique dans levide ; vedeur de Poynting

On a noté e éledrostatique @ en magnétostatique la relation entre densité d'énergie et
champ éledrique ou champ magnétique ; la question doit étre reprise dans le ca& d'une onde
électromagnétique . On vavoir : que del'énergie se propage, quel'on peut caculer le curant de
densité d'énergie @ qu'il Sexprime fadlement en fonction deschamps E et B .

Pour celaon part des deux équations de Maxwell qui sont valables danslevide :

oB
rot(E) = - —
ot

oE

1
NG

rot (B)

pour faire apparaitre un résultat ssimple , on multiplie la premiére scaairement par B €t la
deuxieme par E ; on soustrait membre amembre ces deux équations et on applique l'identité
suivante :

div(ExB)=B.rot (E)-E.rot(B) ; moyennant quoi :

. 2 0 1 2.2 2. _
d|v(soc ExB) + at[2( €4C B +£OE )] =0

Cette derniere éguation est tout a fait remarquable ; le deuxiéme terme donne I'évolution
dans le temps d’une densité d'énergie dedromagnétique ; le premier se lit comme la divergence

d'un vedeur R : il correspond a un courant de densité d'énergie dedromagnétique ;

scevecteur 1 R= ¢ c2 E x B = senomme le vedeur de Poynting ; il est orienté dans le sens

0
du vedeur d'onde pour une onde plane;

:commeE ou B il sepropage alavitesse delalumiére @ asaure le transport de I'énergie ;
: lamoyenne dansletempsde R est

1 2 q
<R>=(—e¢qAE" vy —
(G €oE Ve ;
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. la forme de I'équation asaure qu'il y a conservation de I'énergie puisqu’il n'y a pas de second
membre; c'est une guation de "conservation locde" ( valable uniquement danslevide).

Champsrayonnés par un dipéle éledrique oscillant

Probleme pratique important , S'il en est , et en tout cas modele de @& que peut ére une
antenne filiforme rayonnant un champ éedromagnétique dans le domaine des fréguences radio ,
le probleme du dipdle oscill ant mérite un traitement détaill é .

= dipdesrayonnants

On va simuler le probléme en considérant un dipdle éectrique placé al’ origine des
coordonnées dont I’ orientation sera fixe , alignée suivant le vecteur unitaire n , mais ayant un
moment p (t) qu’en fin de cdcul on prendrasinusoidal ; le milieu que I’on considére et le vide
. pas de charges libres , pas de courants ; pour autant les équations de Maxwell ne sont pas
homogeénes : il y a un dipdle qui joue le réle de source ; on ne peut donc employer la jauge de
Coulomb ; on est donc contraint & suivre la route générale : écrire les équations pour le potentiel
retardé A , en déduire V par I’égquation de jauge, et cdculer ensuite les champs en tout point de
I’ espace.

- retour sur |’ électrostatique
en pacant un dpdle Po fixe en r = 0 on sait que le potentiel créé e r est

Viry = — 200 2 ()
rhj = = - Po - B
4ngo r3 41150 0 r

soit , en utilisant une « distribution » d§avue @ eninversant les dérivées:
1 1 1 1

A V(r)=-——pg O[A(Z)]= — py- O[3 (r)]=-{-— O[py &(r)]
4T[EO r 80 80

Cette derniére expresson , encore gu'’ elle soit « scabreuse » mathématiquement , montre
gue l’on peut assmiler laquantité { - O] Py 0(r)]} auredensitéde charges p , fictive
, dans une égquation de Poisoon que I’on devrait résoudre mais dont on en connait la solution
formelle:

1
A V(r)=-—p(r)
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- supposons maintenant que le dipdle soit oscillant  : son module dépend du temps
> Py (t) -=> p(r,t) ;aquele guationobét le potentiel dectrique ? @ fait on se retrouve

en paysage onnu: V (r,t) estrégi par une des équations de |’ électromagnétisme :

O Vv (r ,t):-i p(r,t)
€0
L’ équation relative au potentiel vedeur implique la définition des courants fictifs ] (r,
t) qui sont caculésapartir del’ équation de cnservation des chargesfictives; on s'asaure dnsi
de la mnsistence des équations de Maxwell :

~ d . ~
O (r,t)+ ap(r,t):o dont on déduit , apres substitution de p(r,t):

J(riy) = ddtlp, (1)]13(r)

La solution du probléme est donc toute contenue dans les expressons des potentiels retardés :

V(r.t) = 1 If)(r',t—|r—r'|/c)dv(r')
4TIEO | r = r |

Ho T(r,t=]r-r1]lc)
A(r,t)= — d '
(r.0 4T[I | r-r] i)

En appli quant ces formules au modéle de dipdle on cdcule immédiatement le potentiel vedeur :

Mg { didt [ py(t ~|lr=r|/c} dr)
A(r,t) = — | ' dv (r)
4T | r - r|

Ho 1
r

4

didt [pg(t - ric)]

|

C'est un résultat trés simple des que la dépendancetemporelle du dpdle est :

po (t): po COS( wt ) >
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Mo 1 .
A(r,t) =-— - wposm[oo(t-r/c)]
41 r

V(r,t) =+ po.r{i3 cos[oo(t-r/c)]-%sin[w(t—r/c)]}

4“20 r cr

Comme toujours , le potentiel vedeur est orienté parallélement & pg qui a une direction fixe
dans|’espace . Lasolution pour V a éé obtenue en éaivant que:

div(A) = —?1‘2—\:

= discusgon physique

- hypothese bas= fréquence : wr/c <<1
seul le premier terme dans le potentiel V (r ,t) est significatif ; A et V sont donc en
quadrature .Dans cette goproximation le résultat est smplement celui caculé en éledrostatique
ou I’on aintroduit une dépendancetemporelle de p 0

V(r,t) S (1)
r, = r.p
4TIEO r3 0

lapolarisation de E s'en déduit , comme en électrostatique . On est dans ceque |’ on peut appeler
unesituation «quasi statique» : I’onde S’ est tres peu propageé € n’apas introduit de déphasage
entre le point d origine € le point d’ observation .

- hypothese grande distance / fréguence devée du dipdle: Wr/c >>1
dans |’ expresson du potentiel il convient de prendre I’ autre terme :

V(r,t) =- i [ pPo rcos@)]i2 sn[fW(t-r/c)]
0 cr

Les champs éledriques et magnétiques , en coordonnées sphériques , ont plusieurs
composantes mais on ne gardera gque celles qui donnent un vedeur de Poynting qui sort d’ une
sphere de grand rayon placée loin du dpdle
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E(r,t)=- ! Po sin®) EK—)L)chosku(t—r/c)] Ug
a4 r el

1 ) sin@) Cwrf

4teg °  cr OcO

B(r,t)=-

cosj(t—r/c)] Ug

Dans cette goproximation on doit faire les commentaires suivants
: lasolutionest asymetrie g/lindrique autour de z// p(t)

: onahbien une onde sphérique : on est loin de la source ; laphase de E et de B ne dépend que
de r etlI’amplitudevarie en 1/r

. I onde est polariseedansleplan z, r

: onsait cdculer le diagramme de rayonnement ; il est anisotrope dans I’ espace ; on exprime cdte
propriété par un flux d’ énergie moyen dans | e temps par unité d’ angle solide

- 2
dQ
321 80

do cpé sinz(e) %g
C

: lapuissancerayonnéedanstout I’ espace &t donc, aprésintégration dans toutes les directions :

2
CPo

q)__[h)[f‘
_121150 EEH

On retiendra essentiellement que cdte puissance et proportionnell e ala puissance quatre
de la fréquence ; ce modéle est valable pour les émissons optiques des atomes excités ( voir
Cours de mécanique quantique Licence & Maitrise PF) ; il explique le caradere bleu du ciel : les
atomes de I’ atmosphére excités par lalumiéere du soleil sont assimilés a des dipdles rayonnants et
sont plus émissfs dans les fréquences élevées que dans les fréquences basses ( le rouge) .

- derniére remarque
Dans les formules précédentes il apparait souvent le rapport :
/2
c _ 2Hof
—= CZHI—0 = c220
€0 EEO O

Zgy est«I'impédance du vide » dans le systeme MKS cette grandeur est homogene aune
résistance ¢ ellevaut 376 ohms
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